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LES équanons qui | conuennent des cﬁffcrentIeHes,b 501t or(fmau'es 3

sOIt partlelies, expnment comme on salt ‘des reia.tlons entre Ies va-

riables qui entrent dans ces equatmns ‘et les deuvees qui, representent
les rapports des accroissemens infiniment petlts qu eIIes prennent loys-
quon fes faxt varier conformement ala dépendance mutueife que a .

zlture de Ia’ questron (Iu on se propose "de resoudre etabilt entre eﬂes.
G BnATTen L T T Y I -

"Ces relations en supposent necessanernent entre Jes VarxabIes eHes—

t.

mémes; ces derniéres sont expnmees par les Jntegrales prlmmves des .
équa.tlons difiérentielles, et pal les solutlonq Partlcuheles prlmmves dont

‘\“_ung PRI ,‘_V!r Troon
.

elles peuvent étre suswptlblés.
Je ne m'occuperai pomt dcms fes recHemhes que Jal Ihonneur de

presentel au;ourd hui 4 la classe des mtegraies et des solutions palu—
culiéres qu'on peut appe{er intermédiaires, et qui *expument les relations
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qm dowent exister enere Ies vanab’{es,que Ion conmderé et des deris

vees ue Ces memes' varlabies dor&'res Inferlellrs a ceiu1 de Iéquanon
3t i oo

333
&onnee - pour. quezcette équatlon pulsse ‘avoir heu' 'jé me 'suis proposé
' darrlver dlrectement aux Jlltegra{es prlmmves et ]ai'cru pour mettre

T b R |
“de 1ord1'e "dans 1e§ tnval_{ que jai entrepns— devon' réserver , pour, un

BT 'a-.. g o F1 N Ty

‘autie memo:re tout ce (Il.lI est relatlf a cette mamere de satlsfalre aux,

équatlons d:ffcrentieﬂes 1 $L. me: borner dans ceim—CI a Ia recherche des
Far 1
mtegrales prlmmves des equaﬂons aux dlﬁ'erentleﬂes partIeHes a deux

[ g:x! tag?

.variables Independantes. Il ne peut Y. avmr de derwees, m par consr_—

FUR R I 7 =%

quent dequatmns deferenﬂeﬂes \ qu ‘autant. que Tes relatmns qm eXIStent
.entre fes quanmes que Ton COHSIde[E permettént den faue varier une
ou plus1eurs a vdonte sans “que ces relations’ cessent” davorr heu. Dans
:Ie PI’EI’!’][E.[‘ caé, il ny‘ir:“q}_l Llng“vhex:mb[e‘ {péf:p_eildall'ge dont toutes es
aut1es éb}lt des fonctions ; ‘cest celui des equatlv:;ns’él.‘{ffcr différentielles
.ordma,ues : dans le'second, le nomble des variables mdependantes est
-determme par fa fféteure de Ia’ questlon et Ies équations sont aux dif-
ferentleiles Partlei{es 2 dans Tun 1 et lau'rre eas on peut tou}oms prendre

a volonté la varxable ou les varlab{es qu on regarde comme indépen-

g @ hhge

dantes.‘ Pour qu une mtégra[e soit génera[e il faut qu'il n’en résulte entre -

ies var:abies que Ion consxdere et ieurs dérweES 3 Imﬁm que ies reia—

" tions exprxmees par lequatlon donnee et ‘par les équations qu'on en
dcdult en la drﬁlrencmnt. S

~fin

Les 111tég1a1es et fes solutlons pamguheres en méme temps “qu'elles

L Db SO 5 3 o PO

etabllssent ces reiatlons entre Ies vaudbles et ieun dcuvees en étabhssent

R LI S

d'autres et}angeles a Ia questlon, et eiies nen replesentent par consé-

-“”fl it~ [m- seie -

quent que des cas palucuhers.

e Y h«-; ¢

On dlstlhgue les Iﬁtegrales particulieres des solutions parncuheies,
en ce que les premzeres peuvent étre comp[etces de manitre & produire
une Integmle generale dans Iaquel[e elles sont comprises, et que la méme
chose n'a pas liew a I cgard des " secondes P qm expument des relations

mcompatlbles avec celles que 1epresentent ies mtcgraies générales;
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Pour que les ;ntc.gr&l&s pmssent étre gt.ner'ﬁes ‘ 11 faut; d' ap]‘es cette

définition,’ qu'elles connenneut des quantltcs axblnalres, afin qu ‘aprés-

F‘ r 12\‘

les avoir éhm[nf_es entre imtecrraie et ses deﬂveea a lmﬁm, il ne reste’
que les 1e1aﬂons exprlmees par, Ir,qmtlon\cfonnee et par ses dérivées.

,,,,,,

Representons par, m 101d1e dune: équatxon aux d]ﬁer311t1eiies ordi-
naires ou aux, dlﬂ'crentlelles partleiies et pa1 7 un, nombre cluelconque

plus grand que 77 si lon différencie n fois imtégraie prumtwe de cette

‘.,-_J .f W - u\

équation , et qu’il en 1esulte h équations; si on fa dlfferencxe ensplte
elle-méme n—m foxs, et qu il en résulte 4’ equatlons entre "les” memes
dérivées, il faudra, d’aprés P'obser vation que nous venons de faire, pour |
que lmtégiaie ait la méme gcnerahte que iéquatmn do;}nee, que 1es b

r 1

equatlons obtenues dans ia Premlele opératlon .contiennent: b — /u
arbitraires, aﬁn qu’ aprcs lchmmatmn de ces aibitraires ~"1[ 11e feste pas
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plus de ¥ equatlons. L. wimgie RITEME g, e AR ST
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On satisfait, par exemple, a iequatlon\px—l—qy—— i ) en . prenant
g
—Ax+By, equatlon qul _conuent deux’ constantes arbLtraues , et qu:

« = donne fa proposee lorsqu’ on les. éhmmer entre elIe et se‘é deux Efenvees ;

mais elle n’ a pomt ia meme generahte pmsqu em pussam‘lseufement au; .

e

o

second ordle Px—Jr' qy-—z ne donne que. ces deu xrelations & ..

a‘-‘
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tandxs que Z'_‘Ax—-!-—Byedonne Lok E
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valeurs qui sausfont éc ces deux relatmns, maxs qu; nen exprlment

qu’un cas paltlcuhel. T v el A A4
~ETR est. aisé de’ von"d aIHeurs que Ies déux Jm:egrafes cfom: iune est
I n': ‘”{ _ap.., ey _}“ . -\-n :‘.z":ulﬁwa T 4'1,_ -8 - ¢ =Y
Ie résentee ar ::.:x , et iautre ar Ie S steme des deux é nations”
r 1_“1z w“{ Puih = y q ,,,u Ak

f -
b i “ -, 1.\; " ik ‘1 s o i

(*) Traité du Calcul d]ﬁerenuel o du Ca]cu[ mtegra]  ‘tom, I, page. 66";, A Y
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. '“ L’equatlon z:Ax—l—B 7 qm donne en outre 7——0, ne peut done
étre qu une mtégmie ou une solufxon partxcuhere de icquatlon ' :
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Da rés Ia théorie que,, M. Lagrange a donnée de cette sorte dequatrons

yu 3 -~
pnmltwes, qu Gl nomme mtegrales completes il semble qu on ne peut
S TR N A KPS I +1- Tl .,ii'n
conmdcrer = - Ax 4 B 7 comme une mtegrale pamcuhere de
e . e ia
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que daris le cds ouion leplcsente imtegra{e generale de cette dermaxe par
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dont ‘elle résulte evndemment iorsque lon dorme a Ia fonchon -,!/ cette -
fonme partlcullére o T R e s P el
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Thenl . TE ,
mais qu'en prenant le systéme des deux cquatmus P o
B
z:a,x +‘y¢ab,( . 5
S T vk
' x—-i—}’q’d—":'o- B N

J !}'+‘a

pour imtégrale gencrafe on ne peut p[us regarder z:Ax—i—By comme
une mtegrale pamcuhere parce que, iorsqu on ‘donne & la foncnon q>

+ o T

WD pa ol s ® =

cetfe forme, w38 ﬁ';; S B PP a"
- ..(--,,r‘ﬁ. - .,.-1‘ L ‘L

cpab,_..B—I—-K{a,——A): "{h: A o W,
€ k I'I:s.'

qui y couespond e’ systeme de ces deux équanons dev;ent‘ R
1‘“. vi gt a,r‘ e ;,A, L FE '-.‘:f\ -‘_‘f::‘ -_é":::“-
(7= ex -+- By —+- Ky(m——A) ok

) IR N oL i L R L I

€1 L = e W
x 4 Ky = o, T T
’ . . "y ¥ \.t
do?t Ia seconde rcduxt bien la premiére & = . | | et @
s ® v : Y
s i 25 & - - s _»',”i—-{ -

Bes a3 z..._...Ax-:}-B_y, E 5" T
] o g torded by AT T e 2 T n',d\‘ L M "i?
mais non. pas comme il arrive  pour. toutes les autres. formes de, Ia

fonction @ par Péiminadon de d. a canse qull ne reste. point de @
dans la seconde équatmn. Clest Télimination de qui rempiace alors
- cellede a: cependant comme le reste du caicul est absolument le méme,
et que k est entitrement "arbitraire ausm bien que a,-il me semble

quon ‘doit: tou;oms regarder les. équanons prlmltwes, telles que’. ;-
i "”I:av E oy [ L vﬁr g

: St — A B)',: R L R
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aUXqueHes“M Lagraﬂge a dormé ¢ nom dmtegrales comp[etes comme
,f dﬂs mtéglaies Paxtlculleres. On-voit; en eﬁet dans iexemple preudent .
que %= Ax —-]- By se déduit eUaIement de lmtegraie generale re-

#H

presentee parﬂ z_._ r-L( ) Iorsqu on prend «L

et de la méme mtegraie representee par ies deux equatxons 3...’5 o

17 e
i"\«, -z P 4 . 4 :"
4

.- ‘hjf‘r‘ o T 3 Z L e -}-—yCPdf,”f o
e An e eAabges=od Gy "
lorsqu’on prend " = -

T ‘ CP&"“B—FK(“'“'A}

i ¥

‘gm.

VOYOI'IS mamtenant comment .on peut E]"l gencral SElUSf&H'E EL {a con-

r

dmon .que fes 4 équatlons déduites”de hntegraie prlmltlve par n-dif--
felencmuons conuennent /z——/z arbltralre:,, et'observons que b équa- :
tions " peuvent :bien se redmre a /z équatlons, soit quily ait Az
dlbltraues, soit qull y ait- Phrs, mais ]amals quand ilya moins,

<8l n'y, a quunet seule variable mdependante, on n'obtiendra par
1:1 dlﬁérellc1atlon quune seule, equatlon nouvelle dune equauon dc;a

e

obten“ue Imsqu on passera "dun o:dre de dlﬁ'erentleﬂes 4 Tordre sulvant
Lmtemale prxmmve pouvant toujours, " dans- ce cas, étre exprlmce par

: - Mot
- “une seule équation ; on aura donc . "

FEa T eme
I ,.., R Sl o
1 o' 3

f;‘:““,‘ /1_11~+-1,a /z__.ﬂ—-m—l—l

- :',,-: “ “‘Eé «

-ce qui donne .é—/z —m;.il faudra cfonc un ‘nombre’ =, et par.
conscquent constant de quantités arbltralres dans l'intégrale primitive,

et Ies  équations quon en déduit’ par fa’ différenciation.. On'satistera &

cette conditlon par m- constantes ° arbm-axres,. et, on n'auras jamais &

Cr 'él’lmmer entre- Imtégm[e et ses 'dérivées ,que: ces® n constantes, parce.
qﬁ,e les. d]fferencmuans ne peuvent. queefalre évanouir celles qui ne
“sont muitlphees par aucune’ quantité variable. dans Imteglale, ou dans
iéquanon qui résulte des dlffcrencmtjons précddentes , €t non en intro-

duire de nouvelles, |

(] Tt
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A T ¥

L
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o MaIS, Iorsque icquatlon donnde est aux dxff'crentnei[es PaltIEHES fe .

nombne h—k:va en augmentant 3 l’mﬁm avec celui des dlfferencxa—.

tIons 3 dou II su1t qu une éc[uauon prlmltlve qul y sausfemlt et qu1 ne
connench axt qu un nombre fini darbltralres constantes ne pomralt ;amals

\él

en &tre une'mtegrale genérdle. Par exempie, “dans’ le cas ou iy. a

‘seuiemem deux’ variables mdependantes, et ol lmtegxa[e prlm[twe est
B 3 i

14 ~ s
representee Pa[' UHE SEUie equatlon, Oll a. en dlff(.lBllCIﬂnt ﬂ fOIS Cette
]

et 1 L .,1 4 -

v

T L U b= (n1)(nt2)"

e * M T £
A 2 = - - LR - S

e - 3

mteUra!e, el : L v, T,

pour Ie nombre des ¢quations qui en résu{tent et en dxfferenclant

n—m fois iequatlon donnée o e by T e '
< B e s o
¥ £
- %!
- R — — v
R ot & ! “ fn m-t-r)(n m+2) -t e 5
EROT: S r' & r_‘gf?"’-i@-.ul 3 J’”l{ o)l e "".i a "C-}'t~.§..* Yyt - 0 3-“’ O A T
; & s ., A - E

pour celui des equauons 1'ésultant de ses différenciations : le nombre

-~

. des arbitraires & éliminer ne pouua. ‘donc, pour que, hmegra{e soit geé-~
nérale, . etre ‘moindre que” | R e E

% . x A i P Tg’- F’. - T
(n+;j(n+z}~f* g (n-i-t—m) Krz—{—z-——m), T
: :'—;?‘:’42 .f b FTC RIS Wk B . 2 ;,. A "L.;‘i‘ b2 -.;2 _jf-"“’__—” z. "

RN

B

m(m—a} T e oLt s

oo BT --"m(n-}—-x) B LA

ot ‘r i T i sl 5, g9 t

qm crort a Imﬁm avec 1. L -

- Toute mtégrale d'une équation aux d1Eerentle{[es partleﬂes qux n’est

L

pas composée d'un, nombre infini. de termes, ne peut donc étre géné-
rale , & moins qu ‘elle ne contienne des arbltralres dont Ie nombre augs

e g Fon Py
’3"= LR g

mente iorsqu on drfferencle. s mil & A o wel m L T

b ek ~ A R

II Y a. dans Détat" actuel de Iana{yse deux sortes ' d'expressions qui
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o = On. peut chv:ser Iesx mtée;rales pr:mmves en piusmurs classes, suivant
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_:_rx‘ S

qh eHes“ne\renfm ment ‘quine seule de cés: différentes espices de quan-

]

~t1tes*arbltraires iou’ qu ‘ellest en renferment ‘de plusieurs, ’especes. Celles

-
e )

ou il ne se ;tmuve pas dintcgrales paltleﬂes, de- quelque nature que
. so!ent dalﬂeurs fes’ fonctlons arbxtralres et les fonctlons qui en déri-

e =

Vent par voie de drﬂ'émnglauon o dmtégratlon non paltle[[e jouissent
de proprretés parncuheres ; et dexant _sous plusieurs rapports, étre
consxdcrces A part) je Ies réunirai dans une dasse et je les désignerai

- sous le nom dmteamle; dc la premzere classe. 1 ex:sle entre 'les fonc-~
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tIOl'lS albmalres qUI ne SOl‘lt POII’lt COIHPI'ISCS SOUS des s:gnes d’inté-
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grations pamelles et Celles qui en sont affectces une d;ffﬂence bien
# remarquable, - savoir: que dans fe. premler cas, une différe énciation faite
dans lhypothese que Ia quantltc dont 'se compése- une fonction arbi-
traire est constante, ne Peut mtroduu‘e dans le calcul aucune nouvelle
arbitraire derwee de” cette’ fonctlon, mais que la méme operation en
introduit au ‘contraire de nouveHes, ‘quand cette fonction est comprise
dans une mteglaie pameﬂe parce que les dérivées d'une telle intégrale
leIatwement aux variables qui y sont considérées’ comme constantes,
_sont autant darbltralres qu ‘it - ﬁu;t é[[mmer séparement Nous VEerrons

\!i

dans {a shite de’ ces recher(.hes comblen cette d1ffaence en’ met entre
es 111tegra{es de la premlere “classe et celles . :qui contiennent des inté-
g1aies partleﬂes Pour rendre PIus mmples fes* CODSIC[CI‘atIOHS qui vont

o ot

‘su1v1e il faut voir, dabord comment on peut réduire 3 une méme forme
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“les mtegla{es de* dxﬁ“erentes especes, our que | les ralsonnemens et Ies
* ¥
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dc.monstratrons relatifs a cetre fo 'Fine sapphquent lndlstmctement

g ent

toutes Iés mtegr'-des des equatlons aux drﬁérenneﬂes partlelles.
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Lox 5qu eﬂes ne connennent pomt Imtegrale paltleile on Ies ramenc
i T r[
avec la pius grande facilité &' une forme commune qm est ce!ie d'un
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systeme d’autaut dequatlons plus une qu il Y. a de quantltcs dlﬁ"uentes
dont fes’ foncnons a,lbltralres dé ces mtegra!esj"sont com}béees, Cest
sous’cette forme que s pr éséinfent'Hes intégrales & fonctlons ImphCItes,
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et on y ra,mene les mtegtaies ‘a!fonctions explicites; en’substituant aux
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Cette, forme-est) sans doute moins srmp[e que: celle c]e Ja. méme mtc_?w

graie représentée par une seule équatmn, mals elie a: lava_ntage détre
E1

commune aux intégrales de la premiére classe, de queique espece, qu elles’
soient; c'est pourquoi je supposerai que toutes les .intégrales de cette
classe y ont été ramendes, iorsque jaural a ies considmer dune ‘ma-
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On peut ‘auissi ‘donner..une forme commune a toutes Ies mtegrales
pamelies : il -faut pour‘ceia lorsqu e[les sont 1ndeﬁmes, y mtloduue

L t
une nouvelle quamlte u, telle qu 1l ne 1este plus dautres dlfferenﬂel[es
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sous le signe / que celle de cette quannté,; Lmtegratlon est, alors re-
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que doit y avoir, cefte foncnon vaIeurs ‘qui se trouvént ‘ainsi les d'eux
Ilmxtes de. Imtegraie définie relative & @, “par Iaquelle on a rempiacé
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crors devoxr plevemr que ]accompagneral toute _équation’: olt entrera
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une mtegrale dcﬁme de imdlcatlon entre deux cmchets, des limites
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premxer terme de cette valeur, on rema,rquera que i Pon? represente :
deu considérée comme mdeﬂme _par f(x, 2 u} fa pxemiére Inté-
grale cféﬁme deu, [u_m, u._._ﬁ], sera: representée par. ':_‘:'. _’i,;

.

Sx Fig f(x: }’: ﬁ) f(v‘ j' d‘) * Nﬁ

} s ~ an i
1a seconde par W ST s sy I ‘

-~ "5 g S ¢ T . -

ﬁ f(x,;y, 6+_——}l+&c) f(x 9, ’._+.-———/1+8{C)

C Aty ) dp df oy, &) .
Hﬂw»w f&»#%—f(y)- ﬁ~~@%f~

dp
- d
2 eV @*armm
‘ ' S
en deSIgnant par. V et V;g. ce . que dewent_ I_/__ ' .fﬁ(l:;y, u)’ {

quand on y met successwement aetBala place de 0 on aura donc
pour la valeur que prend fVa’u [u—'df: a==31, quand X devrent
x + & 5

fVa’u-—i—/z(Vﬂ d“)—-{—& -;-«ﬁf

d Ve dpg - dV. da

H

2 —

—!—/(dx O Pl 'r )+&c.[a__a, zz__ﬁ]

- [ ¢ ) Vd — . - ’»i : o
et pour e coefficient ~2/. v, [4; . 4 u=4#] de -£ dans' cette
valeur, © - ‘_ o e ws D3R, K -

S A Ve oo dp __a’u,a : ;
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- on démontrera de méme que S RE :" T
Carvae s 4t F
Sudy ,5'7}_-‘_.;. f du,,[rt._a,{ u___ﬁ]
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Tr8i nous prenons mamtenant pour exemple de Ia transformall,pn
dont nous avons parlé tout—a—l heure, lmtcglale de : LAY .
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“telle qu on Ia trouve dans le Trazte du Calcu! a’zﬁérennel et du :C'a‘lcul
inmégral de M. Larrazx art. 757, et que nous y ecnvmus, 1 )

. Powd gt g . .
ch(a—"x) au heu de'cp(a‘——zx),,? o -
~a 2; (»E\E J_-).:u—:(-',:..: 1
pour evxter les fractions, nous aurons ‘: ‘ W D
s Lo yr L -1 . s o B

, “‘ z::e_%(f;’ z;iza'x Cp(a——z:.:::).liknlza)

.
e - T ‘L
e 3 ~ [PV g

oll a est une constante pendant lmteglanon qull faut, apres cette

¢

pperatlon, remp[acer par LA b AR LT e
Pour expnmer cette condmon d’apres la notation dont nous sommes
Cax ., : & i @t i

convenus, on fera p==——; dou’ . ..o = —t
- N @ de il ’ [T T i R ,t_— (s “Ti_ = o]

- du_. — et a——~2x=—a(1~—u), -2

_’ o - | A‘E i 2 g = i, . 4 @ 5 . e g 'L«',r,xl A » /'
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ce qui la changera en . . aet

~ I -
5 2 o

o z.::‘e‘.a(feducp[a(lmu)]+4/) o

“olt T'on’ peut remplacer a par x—}'—'y, en consnderant le 51gne f de cette
Intégrale comme se lappmtant a #, ainsi qu on le suppose tou;ours
dans les mtegraies partielles, puisque cest la dxﬁ'erentleﬁe du- qui est
sous ce signe: on‘aura dong - , - T

1 . i
¢ k

:;Z';‘_.."e_"::—:-’i)f%~(fe ducp[(x—{—)’) (I""'H) _'l_“l’(x‘!‘-y))

1 5 ! ;

La limite supérieure de cette Intégrale est 4 == —2—71——- quant d la
e

limite inférieure, pour qu il n'en résulte aucun ter me dans les dérivées
de 7 qm Tempéche de: satisfaire & quuatxon donnée, il faut qu ‘elle 'soit

constante dans ihypothese de refation entre Xety, dapres !aquelle ]

_lmtégraie a éte prise: toute fonction” de Xy satlsfera 4 cette condl—

* = ~

tlon' en sorte que ies Iumtes seronf g Ay [ T ¥
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Si {on represente pour un moment, - ;‘ R - g

fe“du@[(x-%—ﬂ (r —u)]  par F(r—*—y, uj),

olt 7 est une fonction en parue dé’termmee Iorsque cette mtegratmn
est prise,, par exempfe de u-—- 0o dus=VU, on aura. - tEo a2
e ~

: B i . A
' . Yo2x PR
v F(x-—i—y,-——-~x+)’) F(x+y,s(x+y))  mee

pour la valeur de cette_ intégrale prise entre Ies limites & ( x‘—l—— y} et

2 x
; le second terme de cette Vaieur sera une fonctmn entlerement

Xy 5
arbxtraxre de sl pmsque ¥ en est une : Ia. quantxte q>(x+y) qu1
est ajoutee a . H -

G fedug (iy) (1 --a)] e

pourra donc étre _comprise dans F(x-—l—y, (x—{—y) en faissant & -
ar]:utraue. On conservera ainsi & Imtegrale Précédente toute sa généra-
lit¢, en supprimant le terme @[x-i—y) et en €crivant les hmltes comme
il suir, dapres la notauon dont nous sommes convenus ,

) T g v \
~ - - L, x s w - R
‘. i O T

7 == 3_, Ay fe da b [(x+y) (x-——u)] [u__s(x—*-y) tz---—;%]

5 e

-+

-

_Pour verxﬁer cétte mtegraie, on aura’ recours aux . valeurs que n.ous

) d
avons trouvées pour ——ﬁ-—u- [u =— ab . u — B] en ia reprcsentant

ot
.t‘”., e e s ; g u.
T rbmsan 5 I .
Pl £ v*—-- B %

" done par & “"“ e Tl b w oAt e P

.
R

-+ - em - “r i
I T

RN l,ﬂ,;i.,

: PR \‘,_‘ ‘us_z'xc'_:_(i. - L :EI
== s det [u......b' ke —~———-] B
\ Z _.' y-/- ! ¢ (‘—Lﬁ a}’f). e’ s 5 & w?‘-ﬂ—}' *r” h; ._':fg

tey, mt .. 'J’ o . *, * . SR PR
-on aura a Ia premlere Iumte ou a.:% (x -I-j} o -

7«-. '

™
H

(x+y)(1—-aﬂ)—-x(x+y)'--”

| e, 7
= E] 2
. ¢ .

—z— ¥ (E )T R (F )
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et a Ia seconde‘ou ,8.__. PRy BRI )

TS

dfVdu
dx

3
Y L
. LR
T
ik g 3
- -~
£ .

dy -

mais Ia

&

de;{u.

o (%) (r--ﬁ):y—-x,

.}"-f-'dﬁ;" fip v Y - de T2 . o

— ‘_"_—-—— ..--.-—-——-;-.
i (x—[—y) : 5 d)" . (x-‘-}’)
LB SR R L T de w e S FAE e

On trouvera ainsi’ o L

= A
28 -

2 x—l—_y

= Wy—w)-—e*("*ﬂ x( H—y) Y (c+y)

—;—-fe du(l-——-u}cp [(x+y) ([-—-u)]

‘ [zz.__..x(x-‘:—y) ——?-c-f_g—}-—-], 25

[ * u “ .
= ¥ = 4

L.
4 ’ - % e

cp(y——-x)—e" (x-+3) - X (x—!—y) Y (.x—!—y}

<

2 X‘E =
(% +y)=

-+f du([-—u)cp [(x+y}([-——-zt)]

Rl PIPE ST

Ca2x i
[u._s(x—&—y) 8= S ]; £ R

Py
i

_ b wms 3w
= e - \: -y

vaIeur de z donne~

# T “’. lx re R _,-

: ’ " " e .
L P ey ( + ) deu-—l—e K Tyl
[ R T SR S 4 7 v e B ‘rﬁ,' 1
e e ol b W ' LR R R
I “‘aj 3 s o VL‘. \’ . ., »
i Y B gEx 5% . 2%y »ﬂr way e o
Lirase T S TP LS fVa'u A D
l}-‘ni'q .:_— 8-* .¥+ Vdu I e x+} . 5 1,. wh ¥ ) ;!- o
a7 . = :xr': “ (X-'i— )z 5 d-y; u 7 Lol
?; : i ‘.\ i ol ) . i -.\,,' \ . A., ™ r__ i
1 - ¥ . e

on aura donc, 4 cause de” & 52 deu = ke et en- supprxmant

imchcauon des ilmltes, pour a.b1eger, TR ":-,’ oy
i \.7 L _' R ,i‘ .

3 ‘13r ‘ ,‘mawﬂaf‘ -

A ot

5

W gt 4 s :\\-,
a 1

FaooH 3 \ . ST, 7 !
. . wr'ie e ; r

'l‘ !;\_“w‘ .‘V‘

3

i . & "’! 3 “'\, '.“ v & -k E‘.‘
— T 2yg o M B x+y}—-;-~—— ol
L PET T (x+,v)1 q’(’f. "). v i. f S T e
X x+y)m+w -+fe du(x—-—umuwy) (x—~a)1
I :4

1

H

,

4
- 2 »
{. *w
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S ~;A_,‘_._,‘:,;z"';;-’ ;. 2,‘: . s B’ .’c’-—°}7) : zx Ty )
q: (x+)’}’ —+ (x4 p)? q>(y——x) ¢ . x—|—; LRI

K (x-+-y) —I—-fe du(l—-—-u) q> [{v—%-y)-(l--u)]

En éiminant imtégra[e deﬁme contenue c[ans ces valeurs, les fone-
tions arbitraires de x-+ y dlspara1tront en meme temps, et Pon aura

—f

t !
+

14

2g L 2e(y—2)
X+ y ‘y'—— Xy

p—q—

- ¥

d’ou Ton tirera imme’diatement l’équation donnée : ¢
W - N :!. B - l' -t
4P e : . "
—_— — o0, - :
r t —1—’ e ’ . e _ ‘“

puxsque celle que nous "venons dobtemr en est Imtegra{e premlere ,

PR

telle- queﬂe se’ trouve dans 1oi1vrage CIté au coefﬁclem pres, que
nous avions. ajouté a ‘la fonctJon arbxtrane désignée par ¢, dans [a.

—tt
2 - - “he

vue de simplifier un peu Ie calcul® .

Au reste, on 1ega1de avec raison la forme dmtegla{e mdcﬁme sous
iaquel[e 11ous avwns imtcglale de {equatlon Ul R

. s 5 %
- . b . . S PV SRS - B }v\]“‘l‘ll ‘ ; Y
# - s .t bR poTR e, N : .

DRETE : Vi T
1‘—7t+,""‘“é‘}’_“‘ ;—__—0’4.331'." & . .
Tolx _I_'y - . o +
* " T L ¢ " . ;!L e ' T
comme p{us sunp{e que ce[[e que nous venons de {ul ‘donner. Mais
e}
cette dernidre est {a seuIe sous IaqueHe on pmsse compxendle toutes

>
> L.

fes Integlales pame[[es, et cette cons:dcratxon _condmt 4 reconnattre Ia.
forme gcn(ﬂaie qux réunit tputes ceﬂes que }3envent aﬁ'ecter Ies intés

3c - - P
E ] e LS

grales des équations ‘aux d[ﬁ'erenueiies partlelles, connues }usqua PlC
ksent a iemeptlon des mt(.graies en serle dont ngus ne nous occupons

R P _\. il 1‘“ Ca . ’, &t i ‘-2..‘-: H
pomt dans ces recherches SR M P S L =
i l-“‘ SR B \){, } I‘ 1 T s " Ta

. 3
2 2 Fe .JJE‘\:»,

P'our sc_ falre ime zdee nette de cette forme: genéraie ; on suppo-

4,-.. 23

[ R

_sera, .19 qu'on a 1epresente par dPs Iettres teIIes que, o, ﬁ ¥, &c.
ieé qﬁantrtes dont se composent Ies fonctlons arbltranes degagees de
- signes dmtegnatlon pamei!e . quantttes "dont” nous supposerons que &

desxgne Ie nombre ; en_ sorte que % sera nul; quand il n’y awa dans

a

!

-
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imtegra[e des fonctlons arbxtr@ires que sous des srgnes dmtegratlons
parueHes 3 3,2 quon "représente par dautres {ettres par-exemple, ‘par
U, ¥, W, &e: fes _quantités auxqueﬂes se rapportent les sigiies d'intégra-
tion des intégrales partielles [ Udu, f Vdv , &e., soxt que ces inté-
grales- sment ‘définies ou indéfinies. Je désignerai Je-nombre de ces
quantités, ou, ce qui est fa méme chose} le nombre des mteglales par-
tielles chpendantes entre elles, contenu dans I mtégra[e pr:mlttve par
K. 1l est évident qu'alors imtegraie pummve sera composée, 1.° de
k—rx équations, entre lesquelles doivent étre éliminées les & quaﬁtités
@, B, v, &c., apres que les fonctxons arbltralres ont été dc:termmees

et quon a exécuté les mtt:gratlona partle[les : ]appelierax ces k + 1
équauons! fes cquations principales de lintégrale : 2.9 de 2K équations
donnant pour, ies /< quanutes uy ¥, W, &e. les deux, valeurs que cha-
cune del{es a aux deux {nnltes de imtegraie' partielle correspondante
Ces 2 i equatxons que;ccural i 1a- -suite des'premiéres entre deux cro-
chets d’aprés la notatlon convenue, seront désignées dans ce- mémoire
5018 ie'ﬁbm degu(mons accesso:res de Lintégrale, Clest & cette forme
générale que je supposerals Tamendes toutes Ies 1ntégraies dans les

1'eche1ches qul vont suivre. | 5 --- o pr SR e -

Parmx es équanons prmapales d’'une mtcgrale pnmmve , il peut se
£
trouver des equatmns aux différentielles ordmalres, ramendes par I’ dx-

«,EJ

mination & ne contemr que deux vanables et Ieurs derlvces mutueﬂes

avec 1;11e trmsxeme varlabie qu1 doit etre reg'zrdce comme constante
pendpnt imtégmtlon de ces équatlons, Intégratlon qui ne peut alors.
s'effectuer qu'aprés une. determmatmn partlcuhc:re des fonctloné arbl-
tralrés.ﬂDans ce cas, Iesbconstantgs arbltranes qumtroduna cette 1nté-
gxatxon doivent étre comptees pour autant de foncnons arbltra!res de

Ja tromxeme varxabie. ‘AU reste, ' Cette’ circonstance napporte aux consi~-

A @., =3 x Ty ey

dClatIODS dorit nous allons nous occuper que des modxﬁcatlons si iegeles i

teex Cem
L i [

ct st faciles 4 suppleer que )e ne cr015 pas devoxr my arreter._ e

- =
ALl oyl z - e P
-~ i r

M

A%

!
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R T | 3 Lf'«_“{t;'_:"ig-\,‘
vy ,;" E S0 P .

c - B - s
- k]
. . K - ;e
. o e il A
‘ﬁ orY - e, " -
5 - - Lov e u‘,;; - S I3 YR N
f‘s I 1-n : [ P " yj - 5‘* LR o __*‘_' N

"L« St LA % . = Ea ,

(JONSIDERA TIoNS sur la mamere “dont les- Dzﬁ%rerzcmtmm saccesmfes mtro—
e dmsefzr dans le- szlczd de Nomfelles arbitraires a’envees des’ Forzctwru
: arbztmzres cazztemxps ‘dans une Intégrale. gaelconque , lorsque ¢es Foncﬂom

,,.—

u y entrent pomz‘ sous des .vzgnes a.’ [ntegmzzon pan‘zel/e.

I [ - . [ e P
" L ou ' T
" }ﬁ . S B P o

S ’f .= i
,.‘ + ’ ‘
i _3' 7 'E= .o )
£,

EN partant dun systeme de k-1 équations prsncxpales, composant
une mtegrale pnmmvg, et en passant aux deuvées du plemxer ordre,'

£07 anmr

on aura 2(1\ —+-1 ) equatlons de cet ordre “dans iesquel[es, outre Tes
quantxtes ' contenues dans imteglaie, se trouveront ‘P, q et 2k quan-

tn:cs telles que . RN - v
da’ ) Ll'd.r""; "d,@“ - a’.-’3£ &C i '_”“ - 2
a2 ’ ’ ’ N - -
. dx d)' d'),”“,\ dx t Lt L

P I3 ——p

en sorte qu'aprés avoir ehmme ces quanutés, il restera deux equatmns
qui donneront les valeurs de p et de ¢. Les équations dérivées du second,
‘ordre seront au nombre de 3(k+1), et connendront en outre Ty s

[ b

et 3l< quanmes telles que . T T
el mas Sdie v dr B i BT B P
dx*’ a'xa'_y' dy ! ’dx’ ! a'xdy‘ dy* ' .o
: ot ‘ . T S
“ ) LoD,
cn sorte qu’ apres les avoir'éliiminées et avoir rempiacé -
da rfdall' B <o dp g . o
P G Tdx o Tay SSe o
- Y ._: n - B . & s -

RN ..\;’-..v ,..5‘-,.... ﬂ;_\

_par les “valeurs déja trbuvées pour cés quantitds, on’ aura’ trois équa-
tions qui donneront celles de r, 5t TN

- .
PR

En. continuant ces opérations )usqua Pordre queiconque #, on dc
terminera des valeurs de toutes -les.. dcrwees de 7 jusquid, cet ordre,
qm ne renfermeront que les: quanutes contenues dans lmtcgrale a iex-
ceptlon des nouvei es fonctlons arbltralres dérivées de celles de lm-

-~ e Noh e e . Ay s
1,

tegraie. - ‘ B T . ¢

Y
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1 est evmem: _qu ‘en contmuant sufﬁsamrr‘ent ies Jlﬁ'elencmuons,d[
sen: presentera nccessarrement dans les derwees de g, et sans ‘cela
dailleurs les mtegraies dapres ce que nous avons dit, ne pounaxent
pas plus. étre generd[es )que si elles ne. contenaxent qu un nombre “fini
de constantes arbitraires : mais cette introduction’ de nouvelles fonctions

arbm aires, peut nd.VOIr pas heu dans 1es Valems des premleres dcrlvees

de’z, parce que P'élimination de N T
Cide e . s e T T =::‘_:‘3 S -
’ a’a ) da - dp dp - d‘ L PR L d* B
< H ? ] ’ &C' !‘ » » &C"
dx : dy dx d_y cl'xx dxd_p . dxr *d
e O ) -". =-.\JJ : Ty - ’ o i :'3 ‘;.
peut faue dlsparaltre ceﬂes qm 1csu[teralent des premleles diffexenaa-—
tlzons. ) ! 875: N ~ ‘-) J‘F .'. 5(' " . a7 “ -‘r : ) - tfz:,l‘ H
SI fon a par emmpie Ie systeme de ces deux equatlons , '
z__a.a,r’[x b)-—l-(cha,—-—-a,cpa.)x,
’__ V{xz__bz)—r-x@a:f ,a-‘ . S ’ » L
y . L o - i ’\I“: e .J . " *
on en tirera : - )
H
P = ,/(xz =5y -—!—-2<Pda-°f—CP ab—!—[]/ (x’—-lv )—}—((P cx.——a,q> a,)x} dx=
— o B
s«-—[w/(x—61+(w—-a¢)] s .
o x . o . axg ae.——v’x’-—bz —x9'a da
-0 == ——— —I— —+- ( ) . s
ay(o—b) T T = dx .
S a.xq:cc—?’(xz-—-b’-)—xtpm -da o
e I :-_- - : ' .- o .. A S oA ‘. dy ‘- o ., f ’: N
‘. . - ! T - ~ oL i, . -
ainsi, b . '
: 8 A P O S TS
. ‘ : Tt ax - '“-*_ : o . . A
UL de T Ve =B f”’"‘j N A
L Tdx - 'V’(x’——b’)+x(:pa.-—-atp"a)._j’ P R K
B T P o LT
- LAy T V(=) - x (9 e — ag'a) O’ Sl
- . . - . | E -
y - . 4 - < p



. quatre équations qui fournissent les valeurs de y, 7, p. . .

: g a - g ; P .
a - t T . - - 25 2 \
- * L Lo Erl - - [ o . L35 e 6 o
P = t W :
o 2 ANALYSE. ™ 4 5757 75569,
. v . Py o e =
. ] 3 o

# L [ S P
- T

) - . * - " . r . .- . r: . * ."".!- . . -" "i
P g s ™ et 20X ol 0 - AR P S T R e ey
% . - - P % % 2 dl, = ;V‘ ’\: -~ " '.
. Y ixr — b)), A I O SR
A T e G - P s md
! * ER B + r - e . 3 -
- i 2 - ~ T -~
L b 7 iy ] v -~ o
3 b rnr—— a2 1] o A3 1 . . & 4 T
v 9’-—— iy B, ik L TTY g VR e TR OSF g o b3 el g 8
. - . ' ~) -
i = 1

ot Ies valeurs de’ p et de q ne contiennent ‘aicime houvelle fonctlon

B ‘f'nl‘Jn" e

albltralre. g s : et jjh-*;; - L
i b - 3 '

waw

TA iegard i, systeme de deux cquatlons que 'Mous avons PI‘IS pour
exemple 7 - est évident que clest intégrale. complete ‘de Téquation du
premier ordre qu on-obtlendldlp en éliminant «, Ga.et ¢'a entre les

L
)

I est facile, dans 'cet eScemp[e , de transformer ce systéme en un autre
dont une équation soit la dérivée de Pautre relativement & @ seul; on

. irouverait - I T . -

a4 L4 s “

) Z+d»y—2m1/(x l))-q—zxcpa,, |
“}’—1/(’(—'5)*‘1‘3’@*’*-.

L3

we
L&

.

mals ce n'est pas ici Ie heu de montrer comment on doxt sy prendrc
pour faire en gencral cette transforlnatlon de la maniére- 1a plus smlpie,

& S Tesm 2k

et dexammer si. elle est tou]ours p0551b1e. Nous revxendlons sur cette
i . e JJ{ ~ 50 A L I

questmn dans un des paragraphes suwans. . P L

¢ ER L

Pour resoudre toutes les . quesuons qu ‘on peut se proposel sur' fa
maniere dont les nouveIIes fonctlons arbltlalres naissent des différen-
claiions , nous nommelons a, Ia quantlte dont une des foncnons arbi-
tralres est composee 8t nous supposelons que a, ne dépend ni de x
seul, ni de y seu{ nous “réservant 'dexaminer ensulte ~le cas ou Im~

.

‘ tégrale contient” une»ou piusmurs fonctions de’ x seul’,” ou*de” b

—t ek

‘'seul ; alors” nous poulrons prendrc OL pour Iume des’ deux varrables

Independantes iautre) L\taint Pune *des deux’ quI ietalent aupalavant

“x ou’y s si cesty par e}lcémple;ra} (11?3 nous’ prenlons ‘avec ‘@ pour
Ies deux . variables mdépendantes T sera, comme toutes' les autres
quanntcs qu1 entrent dans ilntegrale pru‘nltlve, nne fonctxon de X et’

‘de «; le nombre des autres _quantités, B, v, &. dont se ComPosent

XVILE Cahier, e s Ceee

Fl
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Ies fonctxons arbltraxres erant k‘"‘ 1. En y JOIgnantu y-et g, on aura

-1 fonctlons de x et de a; et comme hntegra{e se compose de
k-+'1, et donne en la dlfferenuant dans cette hypothese 2 (k1)
équatlons on pourra tlrer de ceIIesﬂm Ies vaieurs de . S

.o B L"‘ - * P

é

) d}‘ . d_yr y dz‘f *d{ L Eds dﬁ; "‘*’a"y a'-y & i r” o iw
dx ' da ’ dx ’“ daf. 7 dx\ da v dx.’ da C. L ¢
w4 15 wa Ed % i~, i % > E

=

On Pouraxt aussi, en dlfﬁ:rencmnt dans Ia meme hypothese les valeurs

'

de Prgr 155, &e. dont. nous venons de parler et en ehmmant
RN .

dy "d_y. “dz .dzt dp - dp dy . dy A

e ilda) TEe? Tdal A Ta e e &C'*
trouvel s vafems c[e - L ]
o dp v dpridg .. dy dr dr &c,

= L ppimsbeiia
‘(”fdx: ,;ud'u’ a’x’ da y. de__A’A de’ -

. Ces deuvees re[atlves 4 X et w, auront.avec celles de @ par rapport &
x et y, dont eHes sont déduites, des relatlons dont nous allons nous

-~

PRSI L

occuper mais comme elles se trouvext'ont souvent mélées, dans le cours
de ce memoue avec des derlvees pl‘ISES dans dautres hypotheses, je
me surs vu forcé dadopter une notatlon, 4 Taide de laquelle je pusse
dIStII’lgUEI’ les derlvees pr:ses dans dJPferentes hypotheses de différen=
c;atlon, si u est une des qua.ntltés qm entrent dans Imtegrale ou dans

! i o dui.y *
ses dérwées, et ———— (*) expnmeront Ies derlvces de u
S I dx(a ada (x1 AT
e : *" L dz;é» N m‘.du * -
reIatrves a'x et a; et - S Ies dcnvees de u, quand x et J
s T elry 1S L dx(_y f’ Ay ( wor e = e
sont les variables mdependantes. w5 < -

I .y G H " 3
% e - Coady, . 255 i H I T

v - - eROa st

(*) Je pouvals d’autant moms me passer de cette distinction’ entre les deux derlvees que ]e
“,, - - Ldu . . du _.; . = 9'1 '\j ="'§_: " '!g F,,#AL".

'represente par > que, dapres [a notation ordmalre, cIIes sont expri-

) 2R« dx(ﬂas’ a’x(y :niA - -rlvf 2 Por

mces par le méme signe, qumque de valenrs différentes » €t que j'aurai souvent & écrire dans

ce mémoire des équations ol des dérivées de ce genre entrent a-la-fois. A I'égard des dif-

férentielles prlses en considérant comme indépendantes toutes les quanmes qui entrent dans

i exprcssxon al"ebnquej je les desrgneral en en renfermant Pexpression entre deux pa-

N



b

]
5 -
B T i

4

. “ a ANALYSE. A S VA

1 Cette‘_vnoiatlon conyenue supposons qu une nouvelle_ fonctmn de a,
prodmte par 'les’ dlﬁ‘erenclations successwes de imtegraie prlmztlve,
*

commence 3 para:tre pour fa plemlele ' fois dans une des dérivées de A
de fordre n; nommons et » les- deux derwées correspondantes de

x
b
-t

- ES r"“—"‘* -

Pordre Jmmédratement 1nfer1eur n—1, en sorte que “cette dérivée soit -

= ..-1‘

ega{ement 1eprcsentee par

R

) ]e dIS que ‘cette nou-

423 et slr“
P (
VeHe fonctmn se trouvera aussi dans ies vaieuls des deux dérivées de

101‘d1'e #, dont Pune {a precede et i’autre a suit, et qm ‘sont repiésen-

ey

Ia. seconde ar —-iii— ph o
P y (x =

- .

dx (
- Pour le demonner je, 1'emarquera1, RN .

. 1 8 " - -

tees Ha' premiére par ———

=

v L8

1.° Que, puisqu’ on suppose que cetie nouveHe fonctxon n'a pomt
pal u dans les équanons qu ‘on’ a dérivées successzvement de Imtégrale
jusqu'a Vordre n—1 . ni"a pIus forte raison dans celle’ dont se compose
cette mtegraie elle n'entrera ni dans les valeurs de z et de v tirées’ des
premiéres, ni dans celles de 7 tlrees des secondes, ni par consequent

renthéses ; en sorte que si v est ],:::;:-1i exemple une f'onct:on de Y, 7. 4 et 9, }’GXPWSSIO“
d? - - 2'(' % ” *“:~= 1'7,:!" B o i R Y L T s
de ——— representera ia quantxtc 5, ER - }'1'1;-“ e R
dJC( T DR T R i - L
dv ) Sl dv N dy T pdvy Tdgh s
. (dxv +(dy) dx (a (dz) dx(a = -
dv o o oA 3 O S T e B A
da (x :}a L o e w A B . e Hm oo lwy etk o ",
(4 éi'y - BT dy d:; T dy ' dv' . ) :
’ (d,v ):du(x "‘( ) da(x -'*.‘(da)ifj( xv)“".if' >
‘ S w - "« ] »;;:“ . ’ ) = ‘ e, «1’;—-“ %
tandis que -J—E— representera:- k 4:w : 'f_:,; ey ﬁ,f: {_ r% ¥ ‘34};“ -
(40) = () 285 o [ ) f e
2 dg |- dx(y 1;’|-: da = —4d'¢. - dxfy ' .
R ol G e T b L
Ctmiva quanst:tem :Tz"e ‘E::‘:{:-';T‘; o By s }ul.ﬁg _;{ri e _‘;"
7 - ‘& — g ¥
S B e [ ] el
FalNEy [N dy dy(xa CLUda ] 7 Nde [ A ndy (e T g
aa e e A S L A o -T-T- N T
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g du-" ,-rdv~_"d_y

ch:msM{eJ:si szi.egrs de : Tlw?, dxla ! dn ( puxsqu eﬂes 1esuitent de

dlffelEDCIﬂIIOHS O'LI oL est COHS]dCl‘é comme CODStﬂ.Dt" Et Oll toutes iES

[

fonctzons de cette quantlte se cofnportent par consequent, comme des
constantes, R w4 Bl v ,

.

1 Ly A f ‘.-~} . . o <
. 3 % T

; WY ,(EJ _*""_ . .‘4

- P . L iosew

l- e

¥ 2. ,
Que Ia dcnvée _E_y__ ne pourra etre ni nuIIe nx mﬁnle, car si

x(ac o

[ ¥

eHe etalt nuHe on amalt y==%a, et toute fonctlon arbltralre de a e
EIEIt allSSI de y seuI ce qm est contre la SllPPOSltIOI] 5 et si eﬂe eta:t:

-Fa o B P Y
- 4 ¢y

d i g =T
. . - o il ,14 “dx (a2 .. dx .
' " - 3 & ;’ f \;, =

¢ " At ‘f)’l/"" T . .
c[elees cfa.ns cette, dermere der:vee “comme les de:ux vauabfes mdepen-

pE
4 7 *

dantes, iéquatlon a, ( e o dou ‘Fon txreralg A’__.\l/d., en, soxte
IR Cod o Wiy bl er :

- 5

que toute fonctlon de % Ie 5e1a1t c[e x seuI, ce: quI est encore COI]!ZL&]IE
. 5 "L
ala suPp051t1011. _,f, e ¥ i . s

Wi B & TN s, - 5
% [N P ba.vv.x' et ial; o ey Sy L

CeIa pose la’ dlfférentreﬂe totaIe de u étant egaiement representce par
o “‘?‘,‘ ~ e & g du-~ - - du d
o S R T (a!.’ia ..xL.i'I da(x s .

e . - “ih PO b = 4;}
e du g T due
L (y«w‘”_,"'":dm _L(dx(a SUBRY TN

e 1
- . ”

ces deux expressmns seront egaies et comme on sait pai Ia théorie des.

" et -

, dlfferenmauons ol ion ne suppose qu une_ varxabie mdcpendante que

S

<y ' ,?,‘ ) w7 / : ‘a\!- ey 5 A P ! Yy .
~ « : dll A‘ - -du o, ﬂ.’y ‘:;,’-:}Ja‘- ‘- {‘ -
T dot(x  dy(x % da(x’ B
on aura I'équation , ®E s S o
i B fan i % .'-E Vi ;’g 3 ; T ’ fouTe P ’
g Jidy, cduxr o~ du s dy .| .
; a'x(_;u x( . ‘.‘ d_y (x Sy dx(fa' " 4y o g
g Fre e ' y ' F.,{‘l N I R \.'\‘
Pmsque d ( X ne peut etre /nuI, et que Ia nouvelle foriction qu ons
N - \ \ [ & ’ ‘X ” T \, ‘ : \

gy By } . 1._'.:5;, & 1 T e w2 o
I o Jt o v

= sad

suppose se trouver dans Ia vaieur de d ( , n'entre ni dans Ll

Y ‘J _I_ J’ ;z’a,) . h
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i
5
e '

i dy
. ni dans Tele =% 1[ faudra necessan'ement eu vertu de’ cette équatmn,

- .
+Ss ¢ 7 v I : e . _pb i e ot

-.1 e 27, - 4 __.l.‘; x__:;‘
- qv elle . soit contenue cfans la vaiem de d = S Tt
S ,' ‘_--,a- ¢ Lonap =
On trouvera de la méme’ ‘maniére une équatlon toute sembiahle ;!
egard de y, dolt fon conclura’ que P TR P
L L S dv ——: “E!”“ : du .). < *du,] . s . T
\ Cdyfe  #- dyes dxfa v+ ‘dx(y: o T )

E
- T - : s . = . -
. = : it d . i ;
@ ¢ B Cawn ib g X(da R
.

Lh HE Waed, F . g &, L

d'
et pu:sque ge ne peut etre ni nuffe ni mﬁme Ia nouveI[e fonction

dv |
de e qm entre “dans {d va[eur de 2L ¥ et non dans celle de

N dafx dx(ar

'

. d A el
et de —Jf—-, entrela necessalrement dans Ia. vaieur de i R
dox (o " ; d ( '

v 0007 3

PLIISC_{I] une nouveHe fOIlCthIl de & non contenue dans les valeurs

[E= S Y

LT -
¢ o . £ ;

-

] du dv .
des dé o
€5 ellVEGS de Z dordl ES Iﬂfﬁfleurs ’ d (x ( o C}' - ne Peut entl‘er

dans cette delmere sans se trouver aussi dans la Vaieur de la dérivée de ¢

du méme ordre qui la précede xmmcdlatement d ( , on dcmonnela de

mcm'= successwement qu eiIe se trouve encore dans toutes celles deiordxe

TN
,.zz qtu Pleiedent_u‘f?i‘{?‘“ Jusqua TF; ct pmsqu eﬂﬁ se trouve aus51

= &
iy s _r«)‘

-

por @
e J),‘ ‘__;,l'

necessalrement dans la derlvee suivante — v - d ( e eHe se tlouvela égale-

ment dans toutes ceﬂes du méme ordre Il qu1 sulvent cette dernrme ]us—
dn bt . _— . Pl oy g G N e
"

‘ﬁ-
i 2 " 1 fmiad 4 ¢ e
s

qua = & . e oWl BT et »i"; """‘ﬁﬁ § E;' b ﬂ"/';.‘( T e
e d‘y (x "L..' -, ..”‘ ‘_ v -.v.r__' .‘— v , L 'i_"\,‘

s I suit de 1a que toutes les f'oxs qu une Integrafe prlmmve contlem‘.
‘une fO]’lCUOH albltlall‘e d'une quantlté qui ne depend ni de.x senl 111
de y seul, une nouve[le fonction dérivée de celle- 14 ne peut commencer‘
'ra pdraltre dans la valeir: dune. des derlvees de. z, sans s'étre montrée
dans les - dcrwees des ofdr% precédens, a moins quelle n'entre, aussi

" dans les valeurs de toutes les autres dérivées de Z du méme ordre, D’al1

résuite Ia necessxté de Ia Pxoposmon resxproque ” que si la vaieur d'une

.

o o)

i



- de

32 R S SANALYSE, | oo 7% o

.:“1:;;.-——;-&

dcuvée de Z dun ce1ta1n ordre nercontlent que es. memes fonctxons de
o qux se trouvent dans les derwées ‘des oxdres 111fer1euls, toutes " les
dérivées de z de cet ordre ne contlendront a.llSSI que les mémes fonc-

oF 1
# PRI I . -

- " £ - . ot PR

tIons de a. %, .. . AT g g . ‘
: Voyons dans quelle circonstance, le -passage des derwees de Tordre
‘11’—--1 14 celles de lordre g peut avoir fiet sans que les valears des
deuvees de 7 de Yordre n ‘contiénnent une ‘nouvelle fonction de & qui

‘né se trouve pas dans celles des’ .dérivées de iordle n—1.

tng

.- En supposant tou;ours que o ne dépend ni de x seuI ni de y seul,

. dy . dy
ne peut étre ni 1}111 ni infini, Plflsqge Ja(x _— o donnela.u:

da. (x

-—8 ce u1et bud t LA 0 da — o,
y._ X q st absurde, e ql?ei! Jafe. 5. ‘u T
donneralt &= -\Lx ce qui ‘est contre la supposumn. Or, on ‘tire de
ST LT O S P AL SRR ST B L ’ du

”‘ s du du dy ‘ ', ’ du de(x

_ . — : et

iequatmni dufn YR (x cette"_valeu‘r T P

';E\'(‘"f v, : ”J-‘-t:‘f Tosee PR de {?C = LT

P L B3 ~ B -
. -~

dy
i est evxdent que es valeurs de du - et de —=— dedmtes de I'in- _
da (% “da(x

teorale contiennent chacune une fonction de & qui ne se_trouve pas
dans ies Vaieurs de u et de y, urées de Ia méme mtegra[e dou il suit

sy
- i

-~ . d -
que d (x- Ell CODtIC]‘lt necessalrement une qLIl He SE tI‘OUVE pas dans

* ~ r" - \‘IH'N P -

du
%, a moms gue ‘Ta nouveﬂe fonctlon de o que Prcsentent _‘_1,:(7:

e s R (,T,.
.-4‘ o v -

dy . ’
—J~ , etant la méme dans ces deux quantltes, ny entre que daus

da(x [
eI A :‘,‘E«jd'.":rt. T LU IR L \
da(x
un facteur commun qui disparaisse de fa fractlon par la sup-
. - . e .._Li._)_'”_... TR
Fl ~ . E PO U L LR P wn ! w0 .. dm(x r"‘ g“‘r.,i:’J Af"r} i

-;-1,‘ e
rix -y ta =

pression de ‘ce facteur dans son numerateur et danSrson dcnomlnateur.

.y s I

* En rapprocha,nt ce résultat de ce que nous avons dﬁjﬂ dﬁmomré sur
Ia nécessité que la nouve[le fonctlon de a; quand % Varie»a- -la-fois

"'l’ ¢ (et kg g7

avec x et avec ¥, se Pxesente en méme temps dans’ toutes Jes dérivées .

PR P e
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d= z de I’orche 5, ou me se presente dans aucuné, on voit quxl faut
necessalrement, pour que.les. “valeurs de ces dérivées ne contiennent’
que les mémes fonctions de a qui ont déja paru dans les précédentes,
que les valeurs de toutes les. dérivées de z de Tordre immédiatement
inférieur n—1, sorent tefles que les coefliciens de de, dans feurs diffé-
rentielles prises en regardant x.et & comme les deux variables indé-

" -~

pendantes aient’ un facteul commun avec "', ou se trouve exclu-

dy
da (x
sivement Ia nouvelle mctien de a, que cette dlﬁ'élencmtlon relative &
& introduit nécessairement dans les valeurs de ces coefficiens. I est aisé,

au reste, de démontrer que si un des coefliciens de da a un facteur de ce

r ( , ce facteur le sera aussi & tous les autres,
- i s - >

car-il sufﬁt de prouver pour cela que u et v étant tou;oms deux déuvees

he ] 2

genre commuin avec

consccunves de z de T'ordre 1, tout facteur commun & d ( , qur

contient une fonction de a 'qui ne se trouve ni dans » ni dans ¥, dlvise

- A

Lo du s . :
aussi fa valeur de ———, et gus réciproquement, si ce facteur est

dea(x
commu’n‘z:i LI o 5 W 11 Ie sera ausm a ————-d L
T dx(u’ dx( S dx (a:'. P ':‘*;27 -

1 & R P e

> En ePfet la fonctlon de o qui entre dans ce fa.cteur ne se trouvant
ni dans v ni dans y, ne pourra entrer mon plus dans les valeurs de

dv dy
e ( et’de ——=— Txia O derméxes quantités ne pourront donc contenir

ce facteur, ni comme multlphcateur, ni comme dénominateur. Or,

,4./ s

comme il résuite des valeurs trouvées pxecedemment pour :p . v

;r-., s o «,h - S e o o

oy . ae :" bR " O sk ' R . Bomg e i -y
I ,i } -‘_( £ C ot o ¥ :, 1“.‘1_ ..‘ d u :: - )
S A ; o< —_— 2, Ay ot o=,
- du tJ" dua . . du - da(x "‘t = u'eﬂ e .
e , - que — et que - L
s \3'-"‘()’ ody(x CaN dy(x T dy LT RS L
. . % :1'“ W . & e R e T de(x 0 .
i \': e PO Tk 1% i . s"‘l' Teon s 14’ e jl . - Taa g L. "1 LS
= T N = R e g . 2 5
e, el T UL R bl g s dp S P
ey ] 7
o rdy, T dy Lo v dy ® a’y 4 . dy . dafx dx(u .
3 e T et e © . P " g
,*(%édx(y e Az dy(x dx(aa odxfa v i dy o T g
fre - - + - - % 3 - -
5 :s-.,r e r".' L T ’ N o B v .—E—x— e '
PR v one _";}fu A e *". .. ': I ™ u( i 2
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du. = . Ady .

~

- , Ldu. R S
. pn a, q causé de_ TR T TR ies équatxons e

~

1

ProUR R B S D T B T . l‘ Y S e
- ’ 1 y
- I ., e.du ~ d-u ' d‘}, C N dv - d}' . A . -
) . oz b pa——rm ™ — » ’ .
~. da(x. du(ae . da(x .. de(x dxfe ’-
o, DT T S LY L PR PR " ;
. EE VN -7 A » ) . LN
!et I . At . [ _—_— . "—'.. ‘l;; , now ; . . .
T S A S T R N 2 L o
) - L dy S 5“:‘.‘
0.0 ]'\ [T - coe ,;_’”A . s -t e TerR
" ' s . < o
SRR dx (o . dy « »: 1 du N o
L U P .Ja(xa . dy o~ "ﬂ-rot(x PR d‘y [fa,(x .‘ P Lt
P AR R I AN d"(”‘ Gt d"("‘ N

O ‘. P PN w1 .

qm montrent evxdemment Ia. premlere que sI Ie facteur dont nous

| - 4y “f g il Pest aussi a‘——-—t v

part ons est_commun a d s a dm(x , i s da(x
Tdy- “du . N

et la seconde que $il est commun A B R il divisera
. i, o ) = . da(x - da (af\ L.
t u < dv| :I"’ ] ; - - r 0 - -‘k { \;) 1 ) ‘-,. l‘- . - 3 . I - .,
a §Sf Tda(x o e 0 me et e ne

Je feral dans ce mémoxre un usage ﬂequent de la formule ) ,

PR 1 .\-d FR AN
: -} - . . ‘L' _’ - ‘. -
L, e M )\!b du C{V v J'y\ l‘!—-: J‘u \ dy
K J,a'ac{x dx[zz. : d'ac(x : Ja(x " dx(a

\

qux a toujours Ileu entre* detix dcnvees consccutwes de 7 dun méme
. ordre, representées ict par u et v, eny substltua,nt ala p{ace de ces

deux iettres, soit p .t g, soit + et 5 soit s et'z, &c.-» A

L.

o=t - s
' - ’

Lors ue - du > c011t1ent amsr un fa teu d1 i 4y

(1 Ta s n facteur qux Vlse auss e (
‘et ou’ se trouve une foncnon de " quI nest - contenue ni dans I&
valeur de u, ni dans celle de y, ni’ dans celles’ des- dérivées 'de g }us-

qua l’ordre de %, non- seuiement tous les coefficiens de da dans les

¢ -

dlﬁerentleﬂes des " dérivées de Z," du méme ordre que u, prises, en.
con51dcrant x et & comme {es deux vauables Independantes, sont di-
v151bies ( ) exactement par ce facteur; mais les coefﬁclens de da’ dans

o T e N :f 1o - e

“ "\“ RS Ch TS P | an * e Lt
(") J’entends par-la que le quotient o penvent d’ailleurs se trouver d’autres fractions,
wen contient point ol le diviseur se trouve en dénominateur, et’en général ne contient -
daucune maniere la nouvellc foncnon de a qur se trouve dans ce diviseur, Lo e

e N
a~ T ud e . oo e
& - o \.-.

1

4

r
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fes différentielles prises de Ia méme mantire des dérivées de 7 d'ordres
/ inférieurs a cefui de u, et de 7 lui-méme, sont aussx nécessanement

s .‘._ 4 P T
oy 0
R B - o : - R .

divisibles par ce facteur.” I L .

Ve - “

S gl suﬂ%t de falre vo1r, “pour cela; que si_cette cxrconstance 2 lieu,
comme nous venons de le démontrer, pour toutes les dérivées de imdre
7 — I qui ast celu1 de u,;quand elle a fieu pom i, eI{e ama ausm d
nécessairement lien' pour toutes les dérwees de 7 de Iordle précedent

-

a—2; car u étant mdctermmc le .méme ralsonnement applzque aux
dérivées de 7 de ordre n—2 servira & démontrer 1a. méme chose de -
ceﬂes de Pordre n—3, et ainsi de suite )usqua z

Z‘ Cdw ’
Sou: donc w une dCI‘IVCe de z de iordre n P T ( sen sera’

\

et

' une de iordre n——r, et ne contlendxa pomt dapres ia suppomnon
la nouvelie fonctmn de & qu1 entre dans ie facteul supposé commun é,

d wo. ! ¥ 1 i - M o
d (“_#_) d ) - ! .‘ . )
dy (% . dy . : e
_— s Mmal n ura
! da(x E:‘t &~ Fa (x Al OIL d o
./ \ “:‘ _,A.‘ dW ‘ dW ;ﬂ.’)’ AE e T a ) ige -
A ,:‘r.r ,4': dm (JC _‘_—-‘ Jy (x a dd (x *’ S . "'., ) # e ‘.1 . ‘ iz::' ,ﬁ" \,‘
s s . . - £ e v;nf i :A ‘ fet i
. . i L N 2 i dw
vaIeur dans Iaqueﬂe ———L est dLVISIbIe Par ce facteur, et
do (x N Tody(x

H

en est 1ndLPendant puisqu'il ne contlent pas la nouveHe foncuon de .
< qui y entre : le produxt de ces deux quantlteu, qux est la valeur de

dw
e (x
un quotient qui ne pourra contenn Ia nouveﬂe fonctmn de ct. qux calac-

[ o '._; < -
! = "’.‘: 2 bmime ol cupup A

' térise ce facteur. - - “a g WTE A A s

T is

Une fois qu gl s'est . mamfesté dans fes derlvees de z de Imdre ",
+ o I

une foncnon de « qui ne se trouve dans aucune des Lquatmns composant
1mtﬁgra[e primitive, et qui derlve par la dlffelenaatlon dune de ceHes

sera donc ausst dwmble -par Ie méme factem, et donnera.

&

que ces equatlons cont:ennent il en v1en‘r lnfdlihblement une nouvelIe
dans Ies dcrlvées de iordre suivant Y = I ,3une nouvelle dans cei[es
de I’mdre 1 —l—z et ainsi de snite & imﬁnl i la demlere de ces nouvelles

.

XVILE Cabier, __ ‘ : Dddd \‘;.r
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fonctlons ne pouvant se trouver que dans Ies derlw,es di dernier ozdse
de 7, et entrant necessauement dans toutes celles de cet, Oidle dapres

ce’ qul a ¢té démontré precedemment co L el St .i .":’
? "

" En eﬂét " des . qu on suppose dans u une fonctlon de @’ qm n est
contenue dars aucune des équations composant {mtcgraie ni par consé-
‘quent dans la valeur'de y tirée de cette intégrale, "la dérivée de g de

* 1

imdre suivant, puse Par rapport A’y et 1€‘P1€S€Dt(.€ pau -

‘é - = -t ¢ :
z .

A

- Jn du
- = . “ - L — .
S Do el i gy LR a’ae.(x" - - : 5
r--d.y'(’xm‘ - Wt l‘:d-y -’ . ¥ i .
» . . —_— ;
da(x . .

] -

r\

contlendra dans son numérateur une “nouvelle fonction de & (.]lII sera
denvee par Ta d]ﬁfmencmtlon de ceHe qm est dans #, et qui ne pourra

™
se trouver dans Ie dcnommateur paxce que, om qu'elie fut contenue'

iy
dans —"2 - Tale’ il faudran que ceﬂe dont eﬂe dérive par une d;ﬂexencm~

tion, s¢ trouvt dans ¥, ce qUI est contre ia supposumn.

-, Cette nouvelle fonctien 1estera donc necessauement dans Ia valeur de

" du
p ’. Et en prodmra par consequent une autre nouvelle dans
Taye -S4 €8 procuin par ent un  nouvelle
s :_ T o du o
ST T ey, d (___ ) .
- : - - ) tf_y (x L
".43“ . LY le‘dlu‘ '.h'_\_ N _.daa(x ) ot -
. is a’y_%(x - dy - 7. ;

E o & . f -
AR R -

qui ne pourla s'évanouir par la méme raison, puisque celle dont elle

dérive ne se tlouve pas dans la vaieul dey CT

LT appe[le1a1 dérivées homogenes a imtegrdie 1eIat1vement a a, celles

-

qm ne 1'enferment que des foncuons de «'qui se trouvent aussi dans
imtegraie et dcuvces hcterogenes a imteglale reIatlvement a o, les

M.

dérivées de’ 7 qui co11t1ennent ‘des’ fonctions de o qm ‘Wentrent dans
aucune des equauons de Imteglafe. ObSBlVCZ que, pour que des déri-
vées scuent ce ¢ que ]appelle homogénes d Imteglale , il nlest pas né-

.

- -
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cessan'e qu eHes contlennent toutes les foncuons de o qm sont dans s
imtegraie, mals seu[ement qu eIIes nen contlennent pomt qui ne sy :

@ r

trouvent pas. . T E owm, :,' .. ; 3”@,; tsa;f .fr»_y.‘

1 -*'3'“ > = B

- 11 est aisé de voir, dapres cette c[eﬁmtlon et Ies diverses Propos:—

tlons qui viennent ‘d’étre dcmontrees, . R
' . d 25 - - .uc L 2 e = ‘ :

Que. si T et par consequent aus31 —d—(—.—, ne sont pas

homogénes a imteglale aucune des derlvees (Ie 7 ne _peut 1ét1e e

2.> Que si une dérivée z de 7 de Io1dre n, tirde dune mtegrale
primitive, est homogene & I'intégrale, toutes Ies deuvees de g du méme
ordre et toutes celles des orxdres precedens 1e seromt aussis - o0

1

=

° Que quand on est arrivé aux dlffél‘enCIat]OﬂS qu: Introdmsent '
dans les valeurs des dérivées de g des fonctions de " etrangéles aux
équations dont se compose lmteglaie “chacune de ces fonctions se pré-
sente &-la-fois dans toutes les dérivées de 7 de l'ordre ou“eije com- -

g mence a parajtre ; =

- H
1 5 -r-ﬂ aE -~

"74.° Qualors il y a une nouvelle fonction prodmte a chaque passagc ‘
" d'un ordre & fordre suivant; en sorle que les dérivées de 7 heterogcnes

N

a Fintégrale peuvent bien étre homogénes entre e[Ies dans un meme
ordre, mais qu'elles sont nécessairement héterogénes aux df.nvees de
Pordre immédiatement inféiieur, puisquelles contiennent une foqctm}l
de a qui ne peut se trouver dans celles-ci, et & plus forte 1'a}§_on hété-

B e

rogénes. aux dérivées de” g des autres ordres plecedens.u LT o

-fr &

s Je Cl’OIS dEVOIL remalquer E‘I'l passant ql'le les plemleies derlvees de

"

- g B ‘.-"d i
7 hete1ogenes a imtégla{e presentent dans leuir dcnommateur 7{—}]——
P L

Ja nouvelle foncuon dou résulte ¢ cette hetélogeneltc et qm est p1e—
ascment celle conienue “dans le facteur commun dont la SUPPIGSSIO]’I
‘en haut et en bas'la faisait dqualaltte des V'tlems des dérivées homo-

e

genes 4 imtcglale . maxs Lme fois que cette 110uVeHe f()nctlon sest 1ntro~
duite dans les valeurs des dérivées de z, cest dans ies numuatelus de

= -
3

- 1%__~ Dddd 2
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‘rces valeurs” que se presentent iea nouve[[es f011ct10ns de e qm rendent

Ies derwees de chaque ordre heterow,nes aux derxvees de tous les ordres

hY

t sa ¢ v -
Fan

Precedens. TP N TR T T
‘3 +~Une equatlon aux dlffelentlelles PaltIeﬂes étant donnee on doit
dabord chercher si elle est susceptible d’avoir une mtegraie primitive
de la p premicre classe, et commencer par examiner si, dans le cas ot elle
« Je serait en effet, les derwees contenues dans cette équation sont ho-
mogenes ol hetcrogenes a imtégraie Clest a.Fégard des dérivées de
 Tordre Ie plus élevé, cest-d-dire de I'ordre méme de I'équation donnée,
qu'il convient de falre cette recherche, puisqu'il suit de’ ce qui vient
d’étre deontre, que si lom prouve 'quelles sont nécessairement ho-+
mogenes a lmtegra[e reIatrvement a quelques - unes des fonctions qui
_entrent da,ns cette mtégraie, on sera certain que toutes les. autrés .
“dérivées contenues dans quuatlon donnee sont aussi homogeneb a

e

Imtegraie reIatwement aux mémes fonctlons arbitraires. Nous vermns

bientd- que Ton peut tou;ours determmer par un simple calcul ddl- ,

mination exécutée sur une cquanon auy différentielles partielles don—
née, quel doit étre; si elle est susceptible d’avoir une intégrale pmmtwe
‘de Ia premlere classe, le nombre des fonctlons arbitraires contenues

ST

"dans cette intégrale relatlvement atmqueﬂes toutes les derwees contenues
“dans’ I'équation donnee sont homogenes a lmtcgraie. La distinction de
“ces deux genres "de fonctions arbitraires, et le ‘procédé que-nous ferons

" connaltre pour les déterminex séparément par_ des calculs exécutés sur
("
1equatlon cIonnee nous sera dun grand secours dans Ia recherche des

mteglaie‘s,‘ B T L N

' s 2

- Nous n’avons COHSIde]‘e dans tout ce que nous venons de di re, que
les foncuons composees de quantités qui variaient d-la-fois avec x et
avec g/ et nous avons vu que, relativement & ces fonctions, les dévi-

. e

vées dll!] meme O]‘({le étaient necessanement ou tOBtES hOlTlOg(:HES ou

R Y

toutes heterogenes a imtegra_le 1 nen ‘est pas de méme quand imté—
grale prnmtlve contlent une ou PIusseurs fonctxons albmaxres formces

1
a
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P

' de qual"fés qUI dependent de x seui ot de ¥ seul. Relatwement 3 ces

[P

- fonctions; tout ‘ce que nous venons de démontrer sur la nécessité que les
nouvelles fonctlons albltralres commen&éflt & paraitre a-la-fois dans
‘toutes Ies derwees d'un méme ordre,’ cesse eVIdemment d'avoir heu,
mais pour qu'il ne reste aucun nuaEé sur Iés' démonstrations precedentes,
il est bon de voir comment cela résulte des formules mémes sur Jes-
quelles ces démonstrations _sont. fondées. Supposons donc d'abord que
imtcglale primitive contienne- une fonction arbitraire- formée d'une

quantité qui ne dépende que de y, et représentons—la. rar 9 (fy) (*)s

on pourra faire dans ces foxmuies a—fy, ce qui donne CoaF
“ - . o "4
) dy v d_y ’
. y=Fay pgm=o fﬂt e = Fa: T
LLC_[llﬂtIOD. oo — : - :
L Y diu dy 7 g
e ; 4 ‘:: — . . e aberaa
g dx()’«.,A.,dx(“’ . dy(x dx[ocr’ . o
se 1cdmt donc & . _ E 7 C
- du . du . -
dx(_y . dxfa 77 o

- . - -

qui monire que —

du
Txp he peut contenir [z nouvelle fonctlon arbltrall'e'
- L

o '_

P T

~ du
qUI, comme nous Ia,vons vu, ne Peut entrer dans T—(—’ et quua:txon

~

i . i n s ; A
. . du . ; . -” ’: = "oy
- PEE I 7 .
. z ;
fes L dw de(x . e . T
— od s .
- dx(y dy . w I
- L] ————
& da (?C- - : e -
+ - ¢ - - O ‘E‘ v g T
qui ‘devient - | = T B [y
- - - - . £ e i
. . . , .
. v . o du és i i . . -
R T . . '™ . ‘ - T st & L"_‘_w_‘-‘_" et et o e e
o - S g daix & Dot e
. . ¥ e ;1‘ P . - “RL Y
e e — —_ = : L . 2
0 A . . a'y(x. . . Fua Tooe 0 2. N 4
- - . |

(M) f'_y représentant une fonction déterminée de p, et ¢ étant le srgne dune fonctiom

arbxtrarre il est clair que ¢ (fy) est Ia meme chose que {p; j'ai employé ¢(fy), parce:
que le raisonnement est absolument e méme’ qu’en se servant:de Ly, et que d’aifleurs si

Péquation primitive renfermait ¢'(fy), ¢"(fy/, &c. , la substitution de “f')’ 3 qa(f_y) exlr
gerait_ des transformat:ons qui pourraient la rendre plus comphq,uee, P Lot

o

= '

*
e
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Ea -

; “du
* montre que cette nouvelle fonctmu contenue dans reste neces-~

a k s ms d‘ = ' - - d (
sairement ‘dans ——— T pmsqu ‘elle’ ne peut entrel dang Ie denoxmnateur
§ p I, i e A . e

v Tuils )- =

= it sk

I ", qui est une foncnon determmee de ., ni par conscquent s'éva-=
nouir par la suppressmn dun facteur commun . au numérateur et-ay,

w3 P

denommateur.. . I I e T -

1 i B ~ I - oo -

H i

On _voit donc par ces formules , comme il est dm{[ems aisé de sen

assurer sans 'y avoir recours, que dans le cas que nous examinons ICI

du
o 18 contlent que Ies mémes fonctions ‘arbitraires de: y qm se
x(y

P
=4 : =

"trouvent dans u, et que en contient nécessairement une nouveﬂe.

d (

En supposant que u lepresente succe%swement z, p, q, r, 5, &e. ;

Lt

on en conclura que p, 7 et toutes les dérivées de 7 relatives & x seul,

45

ne contiennent que les memes fonctions arbrtlaues de y qui se trouvent
dans 7, que ¢ en contient une nouvelle, la seule qui puisse entrer dans
s et dans toutes les déuvées de 7 ou il n'y a quune différenciation

relative 4 y;'en sorte que les dérivdes résultant des différenciations re-
latives & x seul, sont toutes homogenes a Tintégrale relativement aux
-fonctlons arbitraires de y seul; quaucune autre dérivée de gz ne peut
ietre i mals .que cei[gs ou il y a un méme nombre de différenciations

1 3

relatwes a y, sont homogenes entre el [es a I’egard de ces fonctions.

~ 8i Ton suppose que Pon ait pris x au lieu .de y, et y au lien de x,
dans 16 cas ou il y a dans Tintégrale primitive une ou plusieurs fonc-

P s
tions de x seul, on verra sur-te-champ que ce que nous venons de’dire

P

des dérivées de 2 relatlves 4 une de ces deux variables, ama heu pour

ceiles qui se rapportent a lautre, e I‘LCJPrquE{ﬂent

Les fonctions arbitraires de x seul et de y seul fmment ainsi une
troisitme sorte “de fonctlons arbitiaues, mais nous verrons qu on les

Y

détermine de la méme maniére. que les autres fonctmns 1ehtsvement

’au‘(quelles il y @ dans lequatlon donnée des dcrwées de 7 heterogenes
a 1mteg1a[e. S . = 5 , =

5
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C'ONSIDERA PIONS sur le nombre des Farzctzons arbitraires quz doweﬂt entrer

.

ziaﬂs les [ntegrale: primitives pour qu "elles pm:seﬂt étre genemles. i Z,

a
- = \ -
- i —
- - - g

La détermination du nombre des fonctlons arbltlalres Jndependantes
entre elles que doivent 1enfermer fes 111tcgraIes des’ équations aux dif-
fcrences partreﬂes 1epose -ainsi que nous l'avons dc;a dit,” sur ce Pnn-
cipe, que quand on a 4 equatxons qui ne rentrent point les unes dans
les autres, et qu'on sait qu'elles n'en doivent pas donner plus de ¥ par

' Pélimination-des arbitraires , le nombre de ces arbltraxres peut bien étre
plus grand que: h—k', par ce que plusieurs arbitraires peuvent gen aller
en méme temps; mais qu ‘il ne saurait étre. momche , puisque I'élimi-
nation de' ces.arbitraires laisserait alors plus de ¥/ équationss Supposous
dabord que l'intégrale de I'équation donnée appartienne & la premitre
classe. En représentant toujours par / le nombre des ¢quations dé-
duites de Tintégrale- primitive par des dlﬂ'elenaatxons successives jus-
qu'a Fordre #, et par ﬁ Ie nombre des equauons entre x, ¥, 7, et fes
mémes dérivées de z, qu on tue de iéquatlon donnée; enla différen-
ciant s—m fozs ,-il est clair que les % equat[ons resultant de la premiére
opération ne, peuvent -rentrer les unes dans Ies autres, a Iégard des
équations dérivées d'une méme cquatlon de ilntecrrale pr1m1t1ve parce
que chacune de ces equatlons contient une dérivée de- 7. qux me se
trouve dans aucune des autres, et & I'égard de celles qui sont déuvcey
de dlffelentes cquatlons de lmtegraie parce qu ‘elles ne pomralent ren—

BN

tier les unes dans'les autres, sans que ia méme chose n'lmvat “anx.

4,

o~ P T - - -

» ¢quations dont élles dérivent. - - .

Pour que l'intégrale Pl‘lmltlve n etabhsse entre R L 7 et les deuvees
de ]usqua celles -de 101d1e quelconque n, que “Jes 1eIat10ns qu ex—
pument lequatmn donnée et s¢s derIVces JI fa,udla donc que - {e nomble
des arbitraires contenues dans fes™ dulvees de ilnteglale Pumltlve ne’

R e . -
-

- - P

PL!ISSE ;am’us ctre PILIS Petlt (Ille /l-—'-/l . . s

-
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. Or, en supp05ant que k dESIgl‘le tou;oms ‘ﬁ: nombre des quantltcs
rée[lement diffiérentes” entre elles, dont les fonctions arbitraires "sont

composees, il est'évident qu’ aples avoir différencié hntcgmle jusqu "aurx

dérivées de ioxdle n, re{a.twement a x et d y, on aura 5 7o

-, r ~ B
s . Lo, n—+1 n - 2 - - B T ,,\
P Tae ( ) o ) (k + 1) équations , SR

|
(\"__’:.t . p

Py R

qur contlendront deux sortes de quantltes arbltralres 4 ¢liminer; savoir

R AL Les quantltes PR T Ca
:;. L 3 v = ‘ ‘ w , .~ " ‘ . ' B , &C.‘ . ‘r‘
- de dy . g~ dp & )
< dx ’ - dy-’ "dx ? dy) ?’ ! _C"
RURTRIES PR S T .o X - et N
a2 e ~dra ':}d‘d.J. d=p g A B "‘&C’\ ,
e 0 e Tt dxdy 7 T dyr T dar dxdy °? dy 27
. , ) - . 4
’ 3 J| &Cl -:;‘» : T &C! " : - .F
4 Tk * . ooy, . ~ : ' ~ - ¢ - - N
! " : (n1) (n+42)
dont le nombre est — ki ;
-, . i - \“ - ) ) . , 1 J \
Le‘s fonctions arbitlaires et leurs dérivées : pour en expruner fe

nambre de 1a maniére a plus generale ]e represente1 ai par g le nombrer
“des- fonctions” albltranes mdependantes entre elles, et par g celui des
fonctions qui en sont dérivées par voie, de différenciation_ou dmtégra,—
tion ﬂqui entrent dans imteg1 ale, ou qui- sont produxtes par les pre-~
miéres d1Eerenc1atmns dans Pintervalle que Pourlalent ifusser entre eHes
ies dérivées de fonctions arbltran‘es qui sy trouvent telles que seraient,

par exemple @', si imtegrale contenalt Do et Q' oe, ou f[f(a, CPa,)dab,
si elle contenait ff f(a, Pa)dat et CP:L. Je supposeral enﬁn dans
le cas ot les premieres cglﬁ?Egpglatlons nmtmdmsent aucunes nouvelles
fonctlons arbitraires, denvees, soit de Pa, soit de 18, &e. qu'on dé-
slgne par /1 ‘Pordre des derwees qm commencent i étre hétérogenes
a I'mtegraie re{atlvement aux fonctions de «, par I'+1 Tordre de celles

qUI commencent a ietre re[auvement a celles de B, et ainsi de suite;’

2
. . o

o) JalEN '
“u , P te t v en
.

VoW , . -

[N
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en sorte quc d—p, E[uand p et g, sont hetérogenes :3 I’mtcgrale rela- ,
uvement i cpd, I—mn, quand p et q le sont relauvement a «LB &c
Cela posé, nous avons vu que dés que fes dliﬁrencxatlons ont introduit _
dans e cafeul une nouve[[e arb[tlaue duxvce de $a, par exemple, il -
s'en produrt nécessalrement une nouvelle, deuvce aussi de Da, chaque
fois quon passe d'un. ordre de dlﬁ'erenmauons a iordre suivant. 1I est
daIHE‘UI‘S évident qu'a l'exception de ce[les que nous avons comprises
dans g’, chaque fonction arbitraire Independz}nte n'en peut produne
qu'une pour chaque ordre de dlffe; enciations; le hombre de celles qui s'in-
troduiront de cette maniére dans ie caleul sera donc #—/ pour Qa,
n—1' pour -\LB ‘et ainsi de suite : la somme de ces dlﬁ-ererls nombres est

1 {

-gn—I1—1"—&c. I faut y a]outer g+tr et le nombre {8 (R k

2 -,
qu1 est cehu des quanntes A ehmmer autres que Ies fonctlons arb1t1 aires ;
o FEE e B : . ¥
on aura ainsi - P 4 Y
(.'l -t~ l) (i’l b 2) l Z &
2 k—f——g(ﬂ—l——l)—|——g— — ' — &c., qua,ntltes

N

a éhmmer entre . . "

Cfn+41) (n—1~ 2)

e o MERG Ei P (l{ ~+ 1) équauons, S S
' & . « 3 ; & EE
II restera donc a,pres cette ehmmatlon au moins )
) £ “ { 5 e F— j: - PEas 5 R
n + I n -|- 2
( )2( =), (n—}«l)__a—i—l—{-—l—i—&c., quatmns,
et ce nomI)re ne devra Jamals surpasser, que[que grand que soit 7, le
nomble o Tagted s 0l iiadiy L I
o o 4 . 5 Lol 3 2 G iy 5 _
(n--—m—l-I} {n—m+2.) (n-H) (ns2) . P,
ﬁ.__.“. SR .._. T m(rz-:—x)-i— -

-
e =

 des eq’uatlons’ qu étabht entre X, y, z, et les derlvees de 7 jusqua Tordre
) ﬂ, une equatlon donnee de Iordre m- il faut pour cela gus

;
ua we i o4 rie o3 FTEL Y] 1= i

PR IS P
s 2
3 ( e .
SR - n -._I_ II) _l— re— I.._.._.. l P &C. I i - iy =
i md b e o ST i Dl el e i,
k - .‘ i'z‘ - r Le . —
: g s ok - e
By 1t1\\e S?It L pius Pemi que eyt - u', fnt L e L e up
T Li L i ¥ # i ok ¥ -
g { o L (In I} : & . e 3
e g § B o i-" ?*.%!” m ({i?’" 1) : ‘._’i 2. » ‘}-»5:'1#:* :‘ L?}Ai’ oy . R
R 5 3 T I T & "
D XVH' C'a/z:er. SRR a0 ity » Eeeef. -
y . a 5 S s 5 [
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quel que soit #, Cest-d-dire que Imtégra[e pumltwe ne Peut etre genc— .
A A ;
rale. qu autant que g ‘n'est pas p{us petit que

& o [ s w0 g e
- w2 omfme—1| v
n__(;_——_). g L l —n——— l’ — &c. -
« ! 3
N — - - ?
oo : oo LRl P + I . L8 TR :

.y

ce qm donne g_._m ; car si g ctaxt seulement égal A m—1, il suf-
firait de p1endre T . = :

$

mm — 1)
2

n>

*—I—ﬂ———l——l’—&c.

-pour que cette condition ne fiit plus satisfaite, - |
Les-intégrales primitives genera[es de {a premiére classe appartena11t~

& des équations aux diflérentielles partielles de l'ordre m, exigent donc

nécessairement g fonctlons arbltralres indépendantes les unes des autres.
En falsant g__m “on aura pour le nombre des quantrtés a éliminer _

(n =+ 1) (n—+ 2) 2

2 -

.\

_|_m(n+1}-|—g'—-—€-l-——-1'-—-&c
) (n'—i-l) A(’n -+-»2) |
2

entre

(k ~+1) équatlons :

mais quuatlon donnde, et toutes ses dérivées jusqu'a Tordre. 1, doivent
. résulter necessalrement du systeme qu’on _suppose étre r mtégrale primi-
tive de cette equauon : dodt 1[ suit qu apres Iehmmdtlon il doit rester

; F e ) — h-;- 2 =

(n—l—: 72 apd) T 'm me— 1
}2( _ ) m(u —-l—- 1} -+ ——(—;—L equatnons :
5 i ! 3[) ?4 ;.,;, : . j-E iy . ’_,_ S :.,--r '",';h L T S T
ce qui suppose quun. nombre &arbltralres egai a st
o . .» i ¢
L o 1l . \‘ - " r e R = -
\“" ki foo o osmfm —-1) . DA iz
4 ﬁ.- ,4-‘:\‘ e > +g -—"l'_‘l"_—"&C| B o
S ? cxy o *
! r-l\"!.. i, S Bjette L1 %
djsparalssent d eHes mémes dans fes operauons qu onj ‘exécute pour élimi~
FY PR T 6 ST I '
per les nunes. Or cé nomble est tou;ours nu[ relativement aux mtegrafesr
4 ae wct }i - 1% te { I :'—-I N -
5 m{m —~— 1
des cquauons du - premler ordre ; parce qu alors / /. —oy

'-‘2- 1\']‘
- TRt g o

que dans {e cas ol ['é equauon donnee est hneane, on sg=i0, et que dans*c.
cehu .ou elle ne iest pas et olt qJ @ ent.re avec Cpa,“zdans imtég: ale, ce’

¥
’ a7 ,’ g7 o

‘."E“
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rqm ctonne g:t N on a tOUJouPs =1 Cést-2- dn‘e que Ia plemleie
dxﬂ'erenclatlon rwintroduit dans le calcul aucune nouveiie fonction arbi-.
traire, comme nous le ferons voir Imsque nous examumrons en pamcu*

~

lier fes mtchaies des equatlons du p:emler Oldle. o o

_‘,
3?"'
ey

En rendant compte ; comme nous venons de le faire, de ia neces-
sité d'admettre dans Pintégrale d'une equatmn aux dlﬁ'cremle[les Pal"
tielles autant de fonctions arbmaxres mdependantes les unes des autres
qu'il y a d'unités dans l'ordre de cette’ cquauo,n on voxt pourquoi cette
condition n'est plus indispensable quand imtegxa[e est représentée par
une ‘série contenant une infinité de fonctions arbitraires dérivées les
unes des autres, qui peuvent suffire & I'élimination, sans qul[ en résulte
entre x, y, z et les dérivées de g, plus d’équations qu'il ne faut; on voit
aussi pourquoi if peut en étre de méme quand les fonctions alhm aires se
trouvent sous un SIgne dintégr ation partielle. En effet, qu‘md on diffé-"
‘rencie une mtcglale partielle par rapport 2 x et a y, il en “résulte de
nouvelles Integrales partielles qui sont en genera[ toutes indépendantes
les unes des autres ; en sorte que quand elles ne disparaissent pas a-la-fuis
par quelques circonstances particuli¢res; com me il arrive lorsque les inté-,
grales partielles de I'équation primitive sont indéfinies, "elles ne.peuvent’
étre: élimindes qu'en “vertu des refations qui existent entre les va{eurs

qu'elles prennent a leurs limites,’ \ C L Py X

Le nombre des fonctions arbitraires peut donc alors.étre moindre
que celui qui exprxme Iordre de Iéquauon donnee , sans que Imteglaie

7 &

cesse d'étre générale ; ‘Cest aIHSI que g SR

z:fe ducp(x+zzz1/y) [u__---OO; U———OO]

v r
v “.“ 7

satisfait & I'équation r==g et & toutes ses denvé s, sans établir entre

les dérivées de 7 aucune autre relation,” quelque loin qu'on pousse fes

différenciations. Q_umqu elle ne connenne qu'une fonction arbitraire .,

le nombre des: arbitraires qu vl faut diminer scparelﬁenr augmente de

deux unités , chaque fois qu’ on passe-d'un- ordre de différenciation &

Vordre suivant, précisément comme sil y avait deux fonctions arhi=
‘ BEee &
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a

nalres Ce nombre augmenteralt meme davantdge et seralt trop grand
pour qu'on pit éiminer les arbitraires, si l'intégration par partie ne le-
réduisait de maniére & rendre Iehmmatlon possﬂﬁe, A cause :que- ies

¢

termes dcgages du’ stgne [ par cette ogélauon sont nuls aux deux limites
de imtegraie dcﬁme.‘ P {nx o .W.g{‘ T T LI o

¢ 5

oLy

c e HLE s M Ty G5 L « w
On a, en ef‘fet P b ";*' R S O R P

5 :
o Bie Fe L i
’\! - N «
oK v ¥ ¢ - e . DI TR { Ff 4 P
i \',.zz ‘i’:, L5 = CHLTRE 0 = M g A

p"‘“;fﬂ"'” du @, (x+zu1/y} R T S

i

P e w} el
’*f‘f""" @ (x4 au Wl e, ome
52:—-—[‘“'zzducp(x-+p_u1/y) .‘ u.' ;
‘f“”ft}“ép("_'_;”‘/yj"lf’ ‘ny;_“ 1'du@ (x—l—zm/f}

" i‘-:‘ e 2t é r. R A . .
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=
v
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e
I

i

4
A
?
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=
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ol chaque dérivée de 7. semble au premier coup- doed contenir une -

4

arbitraire 1ndcpenc[aute des autres, ce qm rendrait toute ehmmat:on
xmpossxb[e : mais, aun moyen des mtegranons par partie; et’ en negh—
geant les termes qu ‘elles- prodmsent hors du ulgne I comme nuls aux-

'-'{-h. ty g P « q.‘_‘ ®
12

ilmltes,on a _”,.n;\‘ BoE e e

' s &

f“”‘}lucp (x+zu1/y}

e
TE s - T 3 ¥ s "
L Gl S . ST b s 14;» =i, -‘ R

9’ f e du o (x 420 S L C i

x

L anm e d (s A
" A y o = f “Fz d” q’m fx — 2” 'l/y) T e

_f du CP"’ (xz-+— 2%, Vy) _ -t ae T

. ,-»‘ :.\dxg.:- ._fe;ua ‘du q)mz (Jf "‘ll—q 2.11 1/}’) ‘

T Hx-h A w -\I‘):A b R

v e dz _[e““ a’u CP"“(X 452y ]/y) F
-y S e

ATy JLl& o in a1 e B 1" SET b F P
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et afnsi de sultef ce qm donne r......—q et tomes ies equatxons qui en

~.Fn§" ' ; . [N ., o-af ERR
dLllvent »7 ) " } - j Es o - . ; L s T, b u
. 19 - P 0 - i S b

. . - U dig S .
- e e oL 's' Y — &e. , !
- ‘~,, e ‘dx3' dx*dy . .

ivLE.

sans pouvmr “donner aucune autre re{atlon pulsqu i est aisé de voir

par fa forme des va{ems de p, ¢, 7, S, &e. qu apres quon a fait subxr

by om ( _|_]) (”—l"';’-)
7 dlfferenmauons aimtegmie, ona, dans Ies -

quatlons
R BT S 2 ’
qul en résultent, un nombre 271 de quanutes a éliminer : cela suffit
pour quil ne reste que . , T ”
e 3 2 o e ‘~"n(’n—1) .
—l g = equatmns,
N o I . 2
. » ] {n—m-1) (n—m—l—_
ce qui. est précxs ément le nombre - 3 7 des équa- -

tions déduites de Ia proposée’ par des dlﬁ'erencmtxons poussées ]usqua
Tordre n, quand on fait m=—2, pour exprlmer que celte équation est

du second ordre Nous verrons, dans la-suite de ces recherches, qu’ un

gland nombre d(.quatlons de cet ordre ont ainsi des intégrales g Uené1ales
ou il n'y a qu'uné fonction arbltralrey sous un_ signe dmtchation par-
Ueﬂe et qui foumlssent dans les equanons dérivées de ces Intcgra[es ,
* quelque loin quon pousse la d[fferencmtlon fprcasement autant darbi- -
traires & éliminer quil en faut pour ‘que ces intégrales soient oeneraies-
Cest-a-dire, 2n—1 arbxtralres, iorsqu il sagit des equanons du second’

N Y

ordre, oo PP [ . & -

o

-

~. Mais ces’ mtégra[es ne sont suscepnbles de cette généralité qua cause -

que la fonction arbltralre est sous un signe dmt(.gratlon partielle, Ainsi,;
quoique lmtéglale prlmitwe de. iequatlon du second ordre, =

-

1
'J;‘-"#
]

-, [
- ,“"‘. . 7, ..»r
H

e\'pumée en 111téglaie déﬁme pulsse etre géncrale avec une seule fonc—

- = + wh
. tion arbltxsure 1équation " N e, R S -"m".:ﬁ

V3 T ot R

*

.

wyiin

t

(*) Voy. le Memoxre sur ies Salurzonsparttculzeres Par M. Pazssan inséré dans ie 13.¢ Cal‘uer

de ce Journal ane 1 A A R st
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quiy satisfait jwec une fonctron arb[trane, ner est cependant qu'une
solution particulitre, pa,rce quoutre la relation entre Xs Vs Pr §o Ts
exprimée par I'équation du second ordre elle donne une infinité dauntres
relations entre les derwees de 7, telle que celle-ci g--(l —+x)p, et
toutes celles qu'on en peut tirer par la diﬂcrencxatlon. ‘A T'égard des‘
mtcgrdifes exptimées par des séries, il est évident’ qu'on ne peut déter-
miner 4 priori, par des considérations analogues aux . précédentes, le’
nombre des fonctions arbitraires mdcpendantes entre elles qu'elles doivent -
contenir pour étre générales, puisqu'on a alors une infinité d'arbitraires
a éliminer, et que ces considérations reposent ‘entiérement sur ce que le
nombre de ces arbitraives ne saurait étre ‘moindre qu'une certaine limite>

qui croit ave¢ [e nombre des dlffegeucmnons. i g B
- N x ’ E J ’ . ‘: ’ » - ‘ - ) .
. S. ~ I V.
i , a v - Fl .;j‘ )
& . Ve o ’ oy ’ A '
ConpITIONS auxquelles doivent satisfaire les’Quaniités dont se composeit les
Fonctions arbitraires qui ne sont pomt comprises datu les Intégrales sous

des signes d !ﬂtegratzans partze/les. L " :

J T iw e g < Ty i r

% 2o & b i r - & =

CetTe partie de nos recherches- est' fondée sur ‘les’ formules par’
lesquelles on exprime les dérivées de g d'un ordre qu’eiconqLue 75 en
fonction , des “coefficiens de dx et de da dans les dlﬁcre11t1eiles des’
dérivées de ¢ de Iordxe n—1. Ces, formules, qu'il m'a semblé indis-
pensable de rappe[er et de démontrer- ict’, “sontindépendantes :de fa-
supposition que « est une des quantités dont/sé"irémposent les fonctions -
arbitraires de lintégrale primitive. On peut y regarder a comme une
quantlte quelconque, fonction exph(:lte ‘ou implicite, ainsi que 43 de x
et dey Nous. verrons bientdt, iorsqu on veut prendre pour « dans ces'

founuies une des quantltcs dont se composent fes- fonctlons arbltlajres,

i
i i &

comment on doxt exprimex cette condxtmn "dans le” ca{cul

i rrq,.\ + "J—'.f? T T3

o émnt une fonulon queIconqun des deux vauabies mdépendantesa
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x et ¥, on Peut prendre x et @ pour mdépendantes et anrs J et toute

les autres quantités qu1 ent1ent dans fe ca[cul dev1€nnent comme nou

......
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Favons déja remarcluc des fonctions de x et de a. Representons pour

‘“““‘:-'J =
abréger, les dérivées c[e 7 reIauves Axeta y

T 3 E

- : «~, . '
Dans Te Premlerordre, “5 parﬂ........‘.‘-......‘..-p, q,.
Danslesecond 6, A par................r,;,t,

- Dans Pordre quelconque #—1, par by "C, m 0. A, ,u,, v,

N '

Fi dans iordre sqwant "y par A E, Ty Po TsarTy Uy &

Nous aurons d'abord cette suite d’équations :

PRIy TR g
| P . tdaf(x . < ® da(x Ca
@:—~a—(x~—,'“ :u:—(———,= L1 . y ceeeeas

) dy : dy dy i
da(x o da(x dea(x
) I du' d: Jd
Foaoee i L odafx g = dafx
...’f:u"Ty"-: i T’ . .
L '_ ,},\dd(‘x g p ;dm(x I £ " s "3,,jl
quaut it JI sera 60a[ a Tl T T Ty
g 7 v gk d ‘,n 0 S T
R L , .
dx (o dx(a. ’
‘\rW . - -
Si I'on établit maintenant icquatlon T e
R ’ ~ e i

- = - s +

dll' ‘_.1_ ’-‘d.y I d}, L dy ) dy;;- T ow B IRIEN

ot

L da(xz T dxga da(x s da(xv dx(a 2

LU 5 b
o .
~ E “

" . BA

entre toutes les deuvees consecutwes de Iordre n—r, consxdmces deuf

A ~ 7

PR

2 LI S 1 i
a deux, on aura WL ry
£ v - L on P . e PR
',-dM = dl’ L dy( B ¥ dl’ & ) (f_}ﬁ' Lo -". %
i dafx, o dafa.t dafz. < da(x ® T
N WEL b S -4 ‘1“’“'- * T .
' - Lot ‘“.——-——d & A d’“‘ dy 1o i dfu’ d.}’ ‘:"" b " 5
R o it o X ’
,odafx ~dx(e ° da(x . da(x * dxfa *:, +
”
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. dr ___"'d‘a 1o dy v '*d.\ ¢ oedy -2 R

o Cda(x ,H—:.‘dx('u * dea(x —'_ da(x * dx(a » ",u.--, . e

s
a Ny,

LTI COANALYSE. s v T R

H ey 3 &
= ~ 4

s
-p-...-..'u,auunlnonooooo.uuoa.l---u--u-....‘.aoo-oao.l
4 DN

,'zi ~r i dC '-,:__‘ d" ) ' dy J . d;f p oy d’v .
1

defx ~ dx(a * de(x - dac("x" a’x(oc S

~ 2
% »

d'ott l’on tire cette suite d’equanons dont la loi est éwdente )

t

de T dv  dy . wdy o\ Tdre
da(x = dx(a * dafx dx(a * da(x.’ % |
d,\.:_‘_ dp o . dy . ,a’_y ) /cf_yh'. a’_y )J— v dr
da(x (_aTx(a. :—.,-d.x (e * dxfa | dafx (a’x (e doa(x ’
dv _rdrn Tdr  dy T dv g dy )2] dy 7 dy )‘; dv
da(x ~ Ldx(a dx (e dx(= dx(a'(dx(a de (x b (dx(cc a'd. (=’

L

- —~

. .
.---.---c-no.oo.u..o.--‘u-.--.------n------..c-r---.n-o
~ .

a

- Ay dn s a9 ° dy - - di dy )z .
dd(x T Ldxf=e - dxfe *odx(a ' “dx(a '( dx (a C
I ‘dy ( dy )71;-1 dy "( dy )ff‘-:s_ c[: _‘: ’

— dx{ez. dx(a Ldea(x dx (o d&(x ?

b
i

et si Ion ‘substitue ces valeurs dans celles de U, T, oL p, T, 2

se fera exactement

dy
Ia. d1v1510n par ieur dcnommateur commun —- &
L sur tous les termes. de chaque leeur, excepte sur Ie dernier ; en sorte

qu II ne restera de dérivées reiatlves a o que dans ce dernier terme :

[T

. @n aura ainsi

- ! " —
. SN dy
e i : . _
¢ > CTdafan 4y
. ¢ g T — K T ! T
. —— B “ 5
d -
- -y - 4 [ .
: . . —_— .
, Y v dafx NN \
: o T I P - -
P ¢ . . S wm o sdry P
- ar .“ _— hY
> . dvw : dy s dafx . . + .
¢ CORR | p— ——t Qe ’ ; ) .
-V cew e cemdxfa 0 dxfa B dyz T BI04 M7
- . B ] s :
o, L v * dda(xL ‘ “:"5” B -y
‘ G . T e, o Ly
4 . o, o e R . ‘ Y RVRES Is
ot - N J'h'. =t Fe, P '.‘F . ' r L
- -

oo g W tay e ay
i ‘.T-———v--" “ — ' e y )—i—(
T L dx (e o dx(a dxja: .

sdy ‘)= dafx-: &

d,x (d— dy‘ i’ ‘E'.‘ o '

. . . —rm,
v R = ;{1 F N { P . N d
o < ke h . u ~
T . Jb a (=,
R =% e
4r o ¢ AV W ~ a i it [N [ "
.o.lc.oolDO!0llvilu--u.--n-o'Il-qnc.o'.o-.l‘-ao‘ln..!llll
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%F_:-u.-,vd_ﬂf i "‘,"dﬂ .;.:,dfyst_}.' -,<dl ( dy )z, . ..4_.: T d_y )n-—-‘b':

m:_—' dx (0 . dx (% ° dx (1_+, dx (e \ dx(e . Bl dx{z dx(aa e
e R : dl’ '413;’ - ¥ "E . ‘s\‘ ::( e ~- ' 5T o 5
o 'd y )ﬂ—-{ de(x« Ly ~dL -dy L
.—'—s(dx(m Tay B i‘; dx(u — - " dxfa PR,
¥ " ::‘«..':1:‘-51 dﬂ (x oo DR L ’_)‘ T b ) v 5 teo 2 T
-\_‘_' Jt iy ~"‘ J" .] s d). j: 5 ’F b d’g = X ( J}, )z )
- d - - » ‘_‘-H.r -_i‘ .-l e & o 0 .
) xfer | dxfa * dx(= dx(ot. dx{ot
) } ~— T - '.- d’ w7 ‘:;». _,rA % 3
:____ Tdy ( dy )u—: e dy «)n dalx _- e ; iy
T Tdx(a \ dx(a ) (dx(’ac dy " 4 i
- ' t{a(x )

Ly ) * L wr T TR : B E x

-S8i, apres avoir débarrassé I equatlon donnée de fractions et de radicaux,
“on y substitue 4 Ia place des dérivées de g de fordre le pIus élevé,
Cest-a-dire de Tordre méme de cette equatlon  feurs valeuu trrées des
- formules précedentes, ou 2, Ty P wwwmts Ty By Oy representent
ces dérivées, et é, m, 8.....X, m, v, celles de Tordre - immédia-
temeni inférieur, et qu'on ordonne 1'équation ‘résultante relativement

. - . f
- - A “ 2 dy v A g i
. % £ = N

: - v dafx I
aux puissances ascendantes de —‘ﬁ—— , on aura une transformée .de

3

‘ et T da(x ST whe . gt
Ia forme TR . T
’ ,’ dy Ay
a’ (x X da (x S I
o . N
P+Q —-R o = &, = o} )
= SRRt (SR AR L
= ! da. (x: " S "l de (x £ LY . 2% A
I b £ r, - - ) . 3 Hm

que les valeurs des dérivdes de Z jusqu 4 Pordre Immédratement 111feueur
a celuidel équat;on donnée, tirées de {’mtegrale , rendront necessauement

v P S

Jdentiq_ué comme eHes rendent 1dent1que cette équatlon elle- -méme,
’ Cette cuconstance est mdependante de Ia valeur de fa fonctlon de x et

Ao

de y, demgnee par « ; mais lorsque a. est pris- & VOlonte, les fonctions
'arbmaues se- trouvant mdlfferemment dans toutes les quanmés qui

4
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entrent dans Ta transfmmce on ne peut tirer aucune conscquence de

o o

cette consxderatlon : si, an' contraire; « est.une des quamltcs dont se
composent les fonctions arbitraires " de imtegraie primitive, alors il
faudra dIStIHUUﬂ‘ deux* cas, celui ou imtégraie pumltne contient une
fonction arbltraxre composee de a, de maniére que parmi “les dérivées
de 7z qui entrent dans lequatlon donnee ilyena dhctcrogenes a lin-
tégrale relativemnent’a cette fonctlon ‘et cehu olt elles fui sont toutes

L'\'}

IlOIl]Og(‘_‘ﬂES relatlvement a ia meme FOI]CT.IOH. . 3

-~

Dans le premier cas, les dérivées de l'ordre le plus élevé qm se trou-
vent dans If.quanon donnee, contlendront excluswement dapres ce
qui a ¢té démontré précedemment une fonction de « qui ne pourra se
trouver dans ancunedes dcrlvdes de g des ordres précédens, ni dans

B

Ies quantitds . P v * .

o = Fy * Fas X ; # *e i

'dg "t doe” . T AN du iZr
Jx(n: ¢ c{x(u ke dx(a Tttt ke ? -dx(’a. 2 dx(a..’
¢ *-

qui dcrwent de cel[es de Tordre immédiatement mfcueur par une diffé-
rencxdtlon ou o est considéré comme constant, et qm ne peut par

consequent‘ introduire aucune nouvelle fonction de « dans ces. quan-

e 4

tités; mais puxsqu on suppose que les deuvées de g ne sont pas homo-

nes a lmtcglale xeldtlvement i cette fonctxon celles de Yordre le

.
o M B ks . dv :
. T —_—

] * g g e ¥ 8

da (x s - -
plus élevé parmx Iesqueﬂes se trouve w e -——5— , contiendront toutes

. da.(x

~

Fi

p!4¢"“ ;- FENE
an

“qui ne’ peut dxsparanre dg cefte va[eur de @ par 1a suj)pressmn d’'un

i3 P Bybpt ¥ ST ; i3 'r‘»J

f’lCIeUl‘ commun a son numérateur Et a SOl] dnnommateur PI.IIS(IUE HOIIS

Phx e, qgrdes ozt 2 gl ey

consxderons ie cas ou il y a dans 1équatmn donnee des deerCE!S de

rrkomvid s [T
»‘ ™ \ .
A 3 La - . P
. 1 . 2 . O
ol

: B g # ~
rm"-.?’~"'f ST y “"‘3" ")’;{"

-l(.‘

hetérotrenes a hntegrale.

R || su;t de Ia’ mamere meme dont nous avons obtenu la transformee»

"E'ﬁ L \ T « ~ vy L
[

-
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L i dy tlew fovdy Yo el Lt a5t
oL R cde(x darx ¢ ST Ve
P 4 ——(—-—I- R ({2l = & == @t

s % 5 et ] ' : d»y i ‘ d.y ' ’ ) a i =

l:"\v :-ﬁ ’ da (x ‘)a' :K ?‘i m ;!Q" : ’ "{ ’ .l "“1"\4"'2:3":‘: L

T S . R g *r g o o et

& _j;}—r"" 5 : -’- 1 ‘. :

odea(x-

que e conuendrd nécessmrement, dans ce cas, ane foncUon de o
P . % 2 ST she R

. dafx & O < . WL D S _

 qui-ne pourra se trouver dans les valeurs dancune des quantxtts qux
entrent dans P, Q, R, &c., et quainsi les valeurs des dérivées de 7,
tirées de Innecrmie, ne pourront la rendre ldenthue [a fonctJon de a

de Imtegra[e prumtwe restant arbltraxre 4 moins qu on n ‘ait sépar ement

h-] s ~
- N w“w w ~

B P:o, Q_o,,R—"o, &e. v

- t b ]

Au contraire, dans le cas ofl toutes les dérivées de g, jusqu'a celles de.
Fordre' de la proposée mcfusxvement, sont homogtnes & Imtgglaie re-
lauvemeut a la foncuon arbitraire de a, toutes ces dérivées, et par

» i dy A X
- da(x
conseqllent 0=y, apres Ia suppressxon du ﬁcteur commun a
. o . da(x . g @ ’ ,‘A - % -
Cody ¢ 3\ JU’ K wroL R
et & ——5—, ne contiendlont que Ies mémes foncuons de @
da.('x e da(x ° RTINS gt

qux se trouvent dans Imtearale et par conscquent "dans P, Q, R &c. ,‘

ey

en. sorte que les valeurs des derlvées de ¢ pourront rendre fa trans—
‘formde identique, sans que P Q R, &e. soient nuls separement On

" S ey
peu}t d'aprés cette - consndcratlon » .déterminer en genera[ {orsqu une
w7 Ha i -
équation donnée est susceptlble d'une mtcgraie pnmmve de la prem:ere

e e

classe," combien cette mtegralc ‘doit renfelrner de fonctions arbitraires
[+
de chacun des trois genres deﬁms ci- dessus ; savoir, les fonctions albn—

e e

-Traires qui ne dependent, que ‘de x seul ou de y seul ceﬂes qui:. som:

L

composées ‘de quamxtes qui_ var[ent a-la-fois avec x- et avec:r ¥ et par
12pport auxqueﬂes il.ya dans iequatlon donnée des’ dénvees hetelo—'
_gtnes & lmtegra[e et ceﬂes a Pégard desqueHes il ny .en ‘a 'dans’ cette’

. A
-.3 E _s,!.,IA‘c..

" -

i
equatmn que dhomogenes ar 1mtég1'ale. ? W T
PR e WS - R e A S Ffff 2% s

r o 5 Sl e
by . - s

.
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"1 suﬁ%ra en eﬂ‘nt pour savoir si lintégrale supposee de la premitre
‘classe d’une equatlon donnée aux différenticiles partielles, peut, sans en
restremdre Ia génerdlltc, contenlr des fonctlons arbitraires relaﬂvement
auxque“es les dérivées de 7 de Pordre e plus élevé soient hewfogenes
i cette mtegra(e ou -s'il_faut necessanement _quelles lui soien
homocrenes, de poser Ies equatlons J »

> a4y . h »
;

toutes.

R P__o, Q.._o,‘ —=o, &, .
et dy remplacer Ies quanmes -0 -
"“ dr  dw. - ©oda di' v cdv T T

* S odxfa ? dx(B """ dxfe’ dxfe’ dxja

par leurs YaIeurs ) o P

:’d “' N ‘{.y - ._ a .. ~+'r d}’ e .
2+Wd{a’ T T dxfz ' .

- M - - -

> dy ’ i dy : :
+ U _(’d,_. ¥ v + W d.x (d ] - L oL )
dés-fors ces equanons dont je représentelal 1e nombre par m, ne con-
tiendront plus que x,'7, 7, p, gs 7 - £y, pooom, v, 0, et la quantité

dy -~
E}i(“; si l'on tire d'une de C€s equatlons ou dune ccmbmarson quel- |
conque des mémes équatmnsda va[eul de cette dermere q‘uantlte , €t

e ¥ e

quon fa . substltue dans, toutes’ Ies autles, on aura m—-—l £quations

FOERES

entre X, 9 7 et les derxvees de 4 jusqua. celles de iordle de lcquauom
donnée lncluswement. N AT B T

e -
' - -

Lorsque les relations aIIISl ‘obtenues ‘enfre ces quantltc& sont toutes.

Ll w7 'Lr' - g ‘f{ .u"_.r“_,[

1dem1ques entre eﬂes et avec fequatmn donme cette vaieur de” s

’dcte1 mine pour a une valeur teile, qu'une. foncnon arbmalre de cette .
quantlté pent entrer d’'une maniére quelconque ddns,une mtegraif..: de( 113
premiére- classe_ de- lequauon donnée ,‘sans ‘que,_eette intégrale cesse -

. d'étre generale ; mais sil rcsultaxt de cette substuutlon des relations entre
X9, z, j B q, Tk f?r, xf cee Y, co, étra,angeres dléquauon r
donnée, existence dans imtegiaie prmutwe dune fonctmn de a par

g .
e PRE R

.‘m
ﬁ,J: v YT 2 o~
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lappmt & laquelle des derlvees contenues dars- {eqmtlon donnée seraient
heterogenes a cette mtcgraie ; entrame:alt necessalremem ic—:}ustence de

;ax\-

ces relatlons ce qlu est contrane a l]dce que nous npus’sommes falte
d'une mtégraie genérqie. Un systeme dequatmn conteﬁant cette fonction
arbitraire et un nombré fini de’sés dérivées, ne pourrait donc étre alors
qu'une solution ou lntegrale particuliére de- quuatlon donnee, cest ce
qui arrive quand on peut satisfaire aux equanons PR Y, PR

A AR N B A 1
P___o, Q_o, R—o, &c., ‘

;
St . e prm e £ L ;-
= Hh e it PR vy e » i3

au moyen dune seuIe relation entre x, y, z. Il est évident dalﬂeurs
que si Ton ne pouvait y satisfaire que par plusxems relations entre x,

¥, 7s % et y ne seraient plus mdépendantes' et qm[ ny aur'ut pius lien
a l'existence des dlﬁ-elenueﬂes Partleﬂes dont se. compos& icquatlon
donnee Aprés’ qu on,aura tIl‘é d une des cquauons GO e Sk - i

e
1

T

I A PP L
P..___o, Q__ R::-_o &e. - g

3 '
2 v g 8 g v o o ¥

d
toutes les valeurs de - d—{— qui en rendent le premier membre nui et

quongura vu Sl y en a,’et queHes sont ceﬂes qui- sausfont aux autres
équations, sans supposer entre &, y, 7 et les deuvees de z, d autres relations
que P'équation donnée et ses dérivées, on saura §'il peuty. avou et combien
il peut y avoir dans son intégrale, si elle est susceptible d'e en avoir une de
la premiére classe, de fonctions arbitraires qm donnent pour les dérivées
des valeurs hérérogines a cette mtegraie, en sorte qu’ on sera certain ,
sil y a une mtcgiale de cette sorte qui connenne d'antres: fonctions
arbltralres “que,” par rappo:t 4 ces’ derniéres, toutes les’ du]vces de g -
sont homogeénes & imtegraie fk:-: N ? T;fw‘? , “; N

On voit_ par-1 Ia que par de smeIes caicuis dehmmatlo‘n exacutcs
sur iequatlon donnee on peut non-seuiement savmr combien son inté-

“grale, supposee "de fa prem:exe ciasse, peut contenir de fonctlons arbi-

2,

TR e Pkl anTilas td gt b ML i
tralres par japport auxquelles il y ait dans 1equatlon donme des déri-
o ¥ o, Ry i ST o TR 5
vées de 7 héterogénes a hntegraie ma,ls encore detelmme1 en fonctlons

ot g B enrl T

de x, 9, 7 et des dérivées de 7 }usqua Fordre ﬂ, les valeurs’ e prend
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— quand 0[1 repl‘csente SUCCESSIvement par o {ES quantltes dorit
dx (a. ! .

se compoqent ces fonct:ons arbxtralres. Nous a{[ons montrer que Ton

L TPt W,

Peut egaiement déterminer de la méme maniére et en foncnons des
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mémes quantltes les va[eurs que prend nécessairement ——=— s T {orsque
NVTR I o

imtegraie est crenela{e et de Ia premitre classe, et que « représente une
des quantltes dont se’ composent les fonctions a,rbltralres relativement:

auxqueﬂes toutes les dcuvces de |/ qm entrent dans lequauon donnée,
s L.

sont homogenes a imtegxaie ; mals nous remarquons aup1ra,va,nt

‘E‘zg,_~ £

Que des que le rappmt __j._J’F_ est déterminé en «x, } 7, P q,\'

Fuuue 2 7, PoreeaT U, 0, 6L par conséquent en fonctlon 1mphc1te
de x et de y; a lest aussx de la meme mamere au moyen d'une équa~
tion aux dlﬁ'elentleiles partleﬂes du premler ‘ordre & iaqueHe satisfont

e

également et excluswement % "et toutes les fouctlons de o; ce qu i érair
facile de pu:voxr pmsque ‘e entrant dans lmtngrale sous une fonction
albxtralre peut “étre remp!acc par; lune quelconque de ses. fonctions

et ne peut par conséquent_ étre déterminé que, par une equatmnw la~

"queﬂe ces foncuons satlsfassent egaiement. SRR T e et
“On a, en: eﬁ'et ‘en con51derant a. comme une fonctlon de x et de y,
P U - L
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dou il suit que quand on a a va[eul de —*. -, on a aussi, en én,
T odxa .

el T
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N T i da i
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changeant es sxgues, celie du rapport T:y—‘_cfes dérivées- de a
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rapport Axerd ) ce. quI ‘donne pour la determmatmn de d-uneé équa-.
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tion aux, cllﬁ'erentlelles panue[[es du prem1e1 ordxe a Iaquel[e satisfont
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"_G,i“,f,_-r:: ,id’fu'-’: todd & f’;{,‘y{ " ddﬁ S " ’r.lg.ﬂ _‘J:y‘
o S dxfy - dx(/v o *‘rdx(y R ) :
e = “ T/ T T — . bt A RO
i . 2, dfd. - " de j-’“ d‘:“'n :’.»w -d e T
Ly 2 E d_y (x4 d_y(x* _)Kr.‘fu,;;; ' td)’(x & 'n) a5 iy },}"*'g :
et qu: ne pem étre satisfaite que par des foncnons de &) parce quersi '
= ) "’JB ""‘-’fa‘\ ot "d»at e Fr""?lt ’;r‘, ', * v, Ry huf!_
‘ r \.,.u-dx(y ,‘_f__ 'Tbc('yt.t__;v dy -‘ ‘r I
- ot - Y ] ':"" de = s Jx{(a..’ s )
L e The L T e
! ! R VS ST I T I *. ;:1 =
" . r . . i "ﬂ -
on a, en-faisant évanouir la fraction, " ... . . 3 .
;e sy - ' )
ot dp P dp T dyt hEg  ept m @
! ﬁ —= . 2 - 0, i )
dx(y - dy(x *.dx(= R oo \ .
df .
équatlon dont le plemrer memble est placrscment la va[eur de ——— Frr
commeon Ie voit en fzusant % ,8 daiis une- fo1muIe trouvc.e precc—
e 7 a LS L
i dﬁ vy & A
demment : ainsi ——— O \et B cpa,. P T YA

AN

2. Que quand les- dcuvees de Tordre le plus eIeve de Ia proposée
ny sont muitlphees Ill Rt elles-mémes ni entre elles, les valeurs de

s, -

ol b s deay k- s HOP A e ‘i ot _ow
4y t ent ceiles de BEr ne contien;1ent ue x,,
7h 7o Gt par consequ = lent q 5 Vs 2
. o £ :A . ‘x.:l K ‘.ﬁp dy (x - ,:_‘ Yy ,=* o £ J/-

et ies dérivées de z ]usqua fordre inférieur dune umte a celui de fa

proposee parce qualors Ia transformee, comme on le voit & I'inspec-
tion des valeurs que nous -avons trouvées ‘pour E,m...7, 1,,@," est

nécessairement de’ la forme .~ .. & gm st Be .
B ek T S v SR A ok ,.: L - ety
S ot i F !'.u Gl qx il O TR J,‘?"br‘,-,‘;,\.w i o S Thay
“dvy - IS . -
da.{x i P
L& == = Oy © = . : :
4’:7‘ :vtx - 1 S— ’ ‘-: q,- r - r ;
PR . N ; N 7 e Sty w N

.. . fe . ({d(x .%'." Z/\/_<

dans Iaqueﬂe Q renferme seuiement les. quantltés qui muluPhaxent

B y
E s i .'r, v, @ avec —d—;(a— d’olt il su:t quen tirant de
stdoplal e . “
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dx (e
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lequatxon Q""‘ 0 on aura des vaieuls qu: ne pounont contemr que
N - -

CES memes quantltcs gL - - - R

~

Que si cés mémes dérivées de fordre le plus c[evc ne sont mul-

tlphees que par des foncuons de xetdey, comme il arrive dans les

: d
equatmns hneanes et dans une Inﬁmte dautres Ies valeurs de dx)ém

3

tirées de lequatxon Q..—_o ne connendront que x et ¥; en sorte que
T'on aura pour déterminer a une equatlon aux dlﬂ'erenuei[es partielles
du plemler ordre entre x, yeta, qm, lorsqu on y CO]]SIdCrela x eta
comme varlables mdependantes, ne contlendra que x, y et !a. derlvce
de y par rapport & x; én sorte quon pourra lintégrer ‘comme une
équation aux différentielles ordinaires entre ellés deux variables x et y,
pourvu, qu’ on remplace la constante arbltralre par une fonctlon de ¢,

AEE

" ou plutdt. par a lui-méme, ce qui veviendrait au méme on aurait donc |

&
ainsi _toutes les valeuTs de « en fonctions de x et de y oL

Nous venons de voir que lorsque les equatlons

El .,S'Q',J

vy P’_o,I_Q::O,, R_O - &e.
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dy
sont teHes quen se servant de l'une pour diminer —52 Tl de toutes

- -

les autres ;-celles -ci ne dev1ennent pas 1dent1ques a fa proposée; une
mtegraie gene:ale ne’ peut contenir que des fonctions arbitraires rela-
tivement auxquelles toutes Ies dérlvées de ¢ qui entrent dans lequatlon
donnee sofent homogenes a imteglaie et qui soient telles, par consé-
quent que ia nouveﬂe fonctlon p:odune par les, dﬁergncxatlons rela-

i !/
- dv P ) .

L
N - a ~ . 5 B L

-

. 1% d ﬁ. .
tives ' a disparaisse de la fraction - T Iorsqu on ia réduit 4 sa pllls

de (x

sxmp[e expression. Démontrons maintenant que dans ce cas, comme
. . da : PR

» b e
. T , OI d')v A

: —_— n
dans Je Préced‘ent, le lapport o — Taiia est necessalrelr ent
T T ITCE R

déterminé
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déterminé en fonctmns de-x, y, 7, et des dénvées de Z qm ne passent

pas Pordre de Ia, PIOPOSEE..\ . . ,
SDIt BT ST T R S I A, ‘ y

i ) o

h.xuV F(.x,y,z p, gé 'fr....'r v, )—-'o

b gt 3 = P I

quuatlon p1oposée lmteglafe que[{e queﬂe 301t d01t satrsfane nons
seulement & cette équation, mais encore a toutes ses deuvees prises, soit
par rapport a x, soit par rapport a y. Prenons ces dérivées reIatlvement
ay, en marquant par des indices fes dérivées de £, 7. ...'r v, w par
rapport ay, nous aurons: successwément s 2 o T >

LR g o

v - ¢ 4

R e ) e Y R

¢ \\-!

f(x:\}’;z;p',‘g;....é -?r‘.....'i“ U ﬁ))._..o, M.‘af.l

i % ~ e
-t ¢ o

() B o () e () e

R ; do

I . . ot

f(x, v, TGP Z '7:'....7~~ ,a):o &. &c.,

i

_en sorte que, dans chacune de ces equatlons fes déstirtes de lordre ie
R i
pius éleve ne seront muitlphees que par | Ies quantltes T A
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qul ne contiennent, comme V/, que X, y, % p, ¢ E ...

et comme lés équations qul nous ont donne fes. va.{euls de . E 'n‘...w

v

1

g ) N T ST
en fonctlons de N g 4 : BRI B |
- CaTT W L o PR & 5
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dy ;4__ “n . {d{ : A;‘ dl‘] ~‘,h;,¢,‘ﬁ N dV E"1 Se FP ay L )

dx(a s dx(ﬁwy’ r‘dx(d,*..'.'.. d.‘h.’(dn $‘ 7 4‘:

PO . - G -
. oy J [ (R ) i *
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da (x i ] '
et de Ja ﬁactlon w—?f——, ont lieu ega[ement pour tous les orches, et
iy £ .
A s w30 _4; N r‘n < : 'K_’**ii*' .7 . = ’1J~:"Fj“" -
. » %, ) dd( L . £

%

donnent pﬂr consequent Jes . vaIeurs de ZW },:;-(f) Cpm) U(r) . (r)’
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en fonctlons de, E(’") Tt L gl (’“’), en y Cerivant
seu[ement ces dermeres quantltes ala pIace de o #opues )\ ;A, Vs

i est ev1der1t, ala seuie mspectlon de ces valeurs, que da,ns toutes les
transformées déduites des dérivées de la Proposee par rapport ay, ou

¢ 5
on Ies aura suhsutuees, ies fractmns £ . 4
2 -:“3 . L J,_ _ . T < i | S are * -
ik ..F‘ Jfo ! do' + . de" .
y " aru(x o da(x dafx '~ Tgf‘
Cwr A dy - ¥ e dy 4 dy »* 37" O
o da(’xJ da(x . ‘c[u(x’ L o

. seront toutes mulnpilces Chacune dans la transformee ol eIIe se trou-
vera par Ia méme quantxtc’ - :

- -

i

(-5 )(di';u)_-ﬂ,_—'",‘( ) )T e )

i

W
e

et pour que ces transformées alent fieu mdépendamment des valeuls de

k3 M s Ve
. . . . N
P Py ~ - N e

s de - Jeo' do" .7 . ;
oox dafx. - dafx.... da(x . v
. /' 3 dr*,_ i d’y » d’}‘ 3 &Cr >
e _d“(’x cde(x . da (x

11 faudra, par cousequent ‘quon ait scparément

e e e

() D )+ () =o W

4 ) '.-4-" é/ 5

45
Or, poul que ces transf01mee= pussent “avoir lieu sans cette condi-

tion " il faudraic qu'il ne parut aucune nouvelle dérivée dans les numé-

vateurs. des fl‘&CtIOHS C S L T y
F '1. 2L s de ) da’ = do" ¢
i - dafx 7" deafx: _ da e e 1
Lalx y (¢ s (x 0 &e.,
he d}’ i %y L{).l 5, Aar_y "

. R’_«\dd-(x r' C{at(x ‘ n (Iat(x ) - o

"'," . e A z PP . o » R " LI =

3 e s Vipdg o . . L e

5 dy.
qu: ne drspalut en vertu dun facteur commun :—?t Vo et {'on von':

o alﬂeurs que cette dermere quanntc ne change pomt en passam d'un oxdre
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de deuvauon aun autle tdndls qu & chaque dlﬁ'uenaatzon 1I 8 mtlodmt

une nouveﬂe foncnon arbltnue dans les numélateurs correspondans. I1

3 & A - ;T

SEDSHH’ dOIlC Clll on aruve1a neceqsalrement é. une transformee ou une

' P4 = B e AR S -

™ - - 2
5 A a -

*‘-‘h‘-: R T - E "_-i’ d‘,ﬁ,‘ﬁ- ‘;wg _;‘ : -;‘s’q';\. : 2 dw(”
v - 3 B }
x " '_
nouvelle fraction arbltralre entrera seuIement dans Ia foncuoIL ){ ,’
Loy s ‘:: ’,. * '{ 2 = ) .'JJ. TR SR S ) b al v s <
*( : N o -.:,-L o S o _Rt Loe Lk K '! N dy_(x
et ol quuatlon (A) sera necessalrement satlsfarte., e
5 - L R
A i,
Cette equatmn donnela des valeurs dctermmées de —;1———'15- ,men
[P | X ) o
fonctlons de «, 7. 7, iz R A U -Y: dont il suffira de
d“ x i
changer le signe pour avoir celles de — . 0w
P da It 1 . -‘ a s
< ' L, Ay B w T ow e

+

R+ i ()

s

f(x ¥, 7 p,g......g vr..‘.....co):io,

! - LRI - ’}.f.f"”“' - L T

repiesentant tou]ours iequat:ou qul résulte de Ia diﬁ‘élencxatlon de fa

pmposee par 1app01t a y, si 1on y subsmue a 2 . W, fes valeurs

dont nous venons de parIer, et qu on égaie sepalément & zéro les

Y,

< o e B LT T e de s
a(x'
termes de 1equat10n amsx obtenus, qui seront multxphes par. ]
n & 2 (1’_}1 I
e ST el %"“‘; SR Eary e ke da(x
il est évident quil restera une e’quatlon de Iaqueﬂe on’ Pomra tirer
S o Lig SR e v
a.f (y o e - e =
une autre valeur de —=Z ou de i Cette vaIeur sera nécessax—
dx(d' . ;o da _ O . &
Com .o C T Ty A W2 ol g e :

-

rement égale & 1 premidre en vertu de I equatlon donnée; mais. elle con-
tiendra Ies dérivées de Pordre Immédlatement supéneur a celm de id pro-

s gm0 I

posée, ce qu1 n empechera pas que cette équatlon ne soit souvent dun,

Bl E

gland secolirs pouy 1a détermination de son mteglale. S .,z

e
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On VoIt donc que; de quelque manlere qu'une fonctlon albltran‘e

E]J;l!ile dans une Integlafe gcnela[e ol cette fonctlon nest ni en série
*mﬁme Ini 508 TN signe dmt(gratlon pameﬂe i faut necessanement
que la quantltL dont e{[ekest composée, loin de’ pouvoxr étre prise a
voionté, soit telle que le.rapport de ses’ dérivées relatives & x et & ¥,
ait tine valeur determmee en fonctwn de x, y, 7, et des déivées de
z ]usqua Fordre de {’equatlon donnee.{On Lvoxt en meme _temps que
cette condition d(‘telmme ces qﬁéhtltes autant qu elles sont susceptlbies
de éwre, puisqu'elle ne peut avoir hnu que 1efatlvemeut i ces quan-

'ntés et & leurs fonctions qUI Peuvent toujours Ieu1 etle subsntuees '
I écluatlon ' . o

. i\

R T ) T ) =

—

T * +
- . 7 N '

est du degre n, et donne en general n valeurs de —d—(—H ; ces valeurs,
[
dont aucune ne _peut ¢ire nulle on mﬁnle quand iequauon donnée

i ='"o connent les deux “dérivées “extrémes ,°

A

7 T dnz PR dn{ p T
T ‘l-l\, . 21 ';T_" _‘:dxn Et . W ’-----;' " d_y" » \ . e
. A _.~ \ S - 7 h *{‘ . . .
, ol LA = e r..‘;M - N .
L dx(y
_sont- celles gle — pour fes quantités 1epresentees par «, dont les
! AR .A’r Ldy(x N aae P ,2 :r He ooy X
. - W A P Ed -
. fonctlons albltralres de Imtegrale pummve sont necess:urement comm-
posees ,_Iorsque quuatxon donnce peut en’ avoir une appaxtenant afa-
at . R '
piemme classe. R I

, ~
‘L 4, b ™ ,t...!_.u.-,/ RN ~ . “ R

S parmi les # racines de Iéquatlon dont nous venons de Palier, i
- SEn trouve dega[es, Féquation . donnce ne pourra’ avoir une intégrale
= 'de 1a] premlcre cIasse qui. contienne un, nombre sufhsant de “fonctions

albmaues pom étre générale, 4 .moins . quli n'y ait-dans’ cette ,inté-

/.,\

grale autant de’ fonctlons .arbitraires mdcpendantes entre elles, com-

Posces d’'une méme vaiem de @, co:rrespondantes a'cés racines égales.

~ G y T
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orsque @ manquera dans iequatlon donnce, une des n valeurs de
a’y o

Ay

N b 1 ~ ,." - ‘- ’ N
_T serd. cga.[e a zéro; ce qul donnera RN
‘, I . e -, - - r’-1-’:‘l - v J‘, &
}’——fd J ab-——F)’: Toeets LUy
- — - s Cau Te v .

ou snanement ==y, pmsqu une fonctxon de @ peut tou;ours “erre
substituée & d; ii ne pouna "donc y avoir une mtégraie Pl‘ImI'tIVe de
la premiere classe avec # fonctions albmalres a mcnns quielle e con-

e a0

tienne une fonctlon arbitraire de y. . R A

. Par fa méme raison, si, ouire @, Péquation donnée manque de quel-
!
ques-unes des dérivées de 7 de Tordre n qui précédent immédiatement

d
@, on aura autant de valeurs de —~2- egaies d zéro, et lmtcgrale

dx(a
PrImItlve ne POurla Pal Consequent Ctle generaie (Iu ﬂutﬂl'lt qu EHE’ l'en"
fermera un méme nombre de fonctmns arbltlanes de y, 111dependantes - -

a

entre eHes. o . LG

- ey o

-

I suit de ce qui a été dlt au commencement de ce mémoire sur la
maniére dont snmodulsent dans fe calcul les nouvelies fonctions déri-
vées des fonctions arb1t1a11ea contenues dans Imtégra[e Pum[t’wé\ qﬁé
quand cette intégrale en contlent qui soient Composees de ] y seut,’w en
renferme une nouvelle qux ne peut se trouver dans aucune des: autles
dérivées de VA }usq{la Imdre 5. Cela suffit pour démontrer | que @ ne '
saurait entirer dans une équatlon aux différentielles partielles’ qui a une

intégrale de Ia premlere classe ou entre une .fonction de ¥ seuI Il smt

-

encare des mémes conSIderatlons quiil y a dans dans le méme cas une
autre arbltralre qui ne' peut se trouver < que dans V, vel @; en “sorte”
que si v et @ manquent dans 1equatxon donnée,. v, ne saurait y emtrer,’
tant quil y a’ ‘une 111t(fgra{e prxmmve de 1a plemIele classe. Une équa-
tion qui contlendraxt vy et.oll v'et @ nentrelalent pas, ne' peut, donc
avoir une 1nteg1ale prlmmve de cette, classe mais cela n empechelalt pas

£ qu ‘elle ne plt avoir. une mteurale mtermuhzure de 1a meme forme que
"es mtégrales Pl‘lmltIVES ‘dont nous avons formé 1la Premxexe ciaqse :
car, pour nen citer que 1exempie le plus sxmp[e il est évident quen

S N .

Nt i
'
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d—=2
nommant ¢ la dérivée ‘—75&—_3;- de ¢ de Tordre n-——o reIatlve ay

58”1 iequatlon A~—-5+<Px est Iintegraie premxere de iequatmn
o 011 vetw manquent " quoiqu elie contlenne L pm .

RoEoa
el
2

" Si , au heu de o et des dérivées de 7 de iordre n qui- precedent_
lmmcdlatement @, cr:talent £ et les. dcrlvees 7, )o,s&c. qui suivent
YJmmedlatement £ ‘dont I[ manquat un certain nombre i dans léquatlon

T e s
-~

ﬁ{onnee e equatlon . )

- B . -

R T e =

v

ne serait plus que du degré n—i, et ne donnerait que #—i déter-
mlnatlons pour a; mais en, changeant alors x en y et yen x, on

,

Verralt, par ce que nous verons dé dire, que iequatlon donnée ne pour-
rait avoir une lntégxale genera{e de la premitre classe qu autant que cette
mtégrale renfex ‘merait i foncuons arbltraIres indépendantes entre elles,
’ composées de x seul, et dans le cas our 'équation donnée ne contiendrait

ni £ ni 7w qu ‘autant g que Q y manquérmt aussi.

Léquatlon S
Nl.a - “f = E i t ‘ >
L{V -vt-{y) H o, ayv c[_y H—1
: (Jg:)(ffx(a)““"(afw)(dx(a) T+ &e = o
-\"' "‘j:-’".. ‘ 1 f‘”‘d rt - ) -" = 2 R . dx
i dy dx (y
donnera, donc tou;ours les valeurs de”——=—-ou de — ——Z.
i , dx (o . dea
: u T i g M) 3 . L " — ey
< _: = Wi :" -t TR r,’ r‘-" " L d-y (x

conespondantes y:| toutes les, fOl‘lCtIOIIS arbltralres qui peuvent entrer
dans une intégrale générale primitive de la premiére cIassei, si I'équa-~-
tmn donnée peut en avoir une; eﬂe fela connaltre en méme temps si,

parmx ces foncnons albltlalres, il peut y ‘en -avoir et comblen if péut
Yy en avoir qui scuent: composem de x seul ou de y seul : Cest ce qu’on

Ch e

savait. de)a quoiquon ne ieut peutetre pas demontre compietement, ,

u am;

et quon elit ‘négligé de falre voir d'olt venaient les modlﬁcatlons qu'ap-’
porte, dans. Ia genuahte de cettez Proposmon ; Ia forme dmtéglaies

Fe itk " %
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partleHes ou de. seues infinies_ des Integra[es dont se composent les
autres classes. Mais les’ consxdcratlons plecedentes en compietant cette
theone, conduisent & un- résultat nouveau,~et “dont je' ferai dans fa:

suxte de ces recherches un usage ﬁequent Cest e ey e de distinguer

K & " e

parml les vaieurs de ——=——, ceiles qul correspondent a des fonctmns

s dx (

arbitraires refat:vement auxqueﬂes II peut y avoir dans iequatron don-
née des dérivées de 7 heterogenes a lintégrale; et celles qui corres-

pondent aux fonctions arbitraires pour Iesqueﬂes totites les deuvées de
z jusqud lordre de iequanon donnee sont nécessairement homogenes
a imteglale. ) ’ . :

Il t ! -

Nous avons vu comment on pouvalt trouver les plemleres par un

simple calcul d'édlimination exécuté: sur {equatlon donnee et noué
venons de voir que ['équation °. R of T T R
o

() () + () ) ™ e m o

o

donne a-fa~fois Tes unes et les autres. Apres avoir determme les pre-
miéres comme nous Pavons dit," il pourra arriver trors cas 1 ou eHes
seront en nombre #, et alors P'équation du degré »’qui ne ferait” que
Ies donner de nouveau devient inutile ; dans ce cas .les derwces de 7
contenues dans I'équation donnée peuvent étre heterogenes a ilntegl ale
relauvement a toutes les fonct'ons arbitraires de l'intégrale Pr:mltwe :
ou il 0’y en aura aucune, et'il faudra que les dérivées de 7 jusqu'a
Pordre # soient homogenes.a imtchaie relativement aux mémes fone-

B

tions arbltlaxres dou il suit qu on ne pourra tner “les vaieurs cou-es-f :

N

—d—d(,— que de iéquatlon T S

[
1

) ) + ) () e =0

$° 5 T -

pondantes de

i TN -

- it revry L .}i_ Fe T i T,

% 7)
= Vo e PY & SR

ou enﬁn on en aura un nombre momdle que 7, qlll repondront ﬂl]X
ai

£ LIRS B

fonctlons arbitraires de, Imtcglale P]‘llTlI[lVe pour lesquelles il peut y,
avoir dans P'équation donnée des’ dcuvees de % hétcrogenes & 1mte—

-

-
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glaie et en divisant quuatlorr dont 110us venons de parler par le pro-
duit de tous les factems corlespondans a:ces valeurs, on aura,” en
ega[ant ie quotlent a zero ' une équauon qui donnera seulement fes

d ' :
VaIeuLs de dx)(’, reiatwes aux fonctlons arbltraxres “de hntcgrale pri- .

", -

" mitive pom Iesquelles toutes Ies dérivées de Z ;usqua 1’01dre # sont

- necessanement homocrenes A cette xntcgrale wh e a7 .
“* P L r { r *‘\;“ . e, ,‘;‘:’n ) t,l . 1 o Ew
Smt par exempie, o = - -f, SR
:Jt-—!—x(f‘f—-s)i-—*o, i, .
R . Fas oy vy b .
: Si Pon y. substltue , tfv——fi-};'— au lieu de s5; et
,d { dxfz Y s e
R TN RN O W .
C Lo dxfa T du(a har TRED f(ﬁ?&_) au llgu d‘e ¥ :
s dg. > 5 4 F ;o i \
Pé 5 1 da x T .“ £ ! v S R " £ 1\'
¢ étant égal a dy( ; elle deviendra :
- ,, H‘d‘d.-.(x-u :. )
» dq ‘)4. T dq - dq 2( dp L dg - da-y
_ {(dx(m ‘—I-T‘t dx(a .zx(d.x(d.), dx(a ——‘__-dx(a * a’x{ac*)]I
3 # o : : 3 '

ST e 4 L?P;, dq dy )2 4y Yo
— : J:.“ L:I -t:[x(dX(d +dx(nﬁ'dx(u. "—:'dx(m].—.:O:‘

1

e A% e P .
. B ) o “ y
. I - 1
. % y o - .
Do iAo L ety e e
% i ‘ _— X = :
- Ly £ i v P ' L[x(d. - L ~
OV RIS & Yo 8 a £

I S (Iq -[ \«i’ (‘ ’afg dp - arq 2 dy S
»Q_'," dx (o I,,‘ 2 X Jx(ot.)(a'x(m:l—dx{m » a’x(cx)]‘- :

i

d t{ z J < *
R == ( 'l i ) —_ :
. 2 dx(a.r..""!"_' dx(“ v dx(a. DA ' °
2t - \. L 5 \; + - T . P .
s En égalant ces trors quanntés a zero, on'a d’abord = 7 o
o . i “ ( l
gt I!es trois cquatxons qm resultent de cette opélatlon se redmsent par
conséquent , aux deux SuIVantes T L B .
“: - \‘:&. R ’2& Z o B _' & X - ; ‘:,,t 3 ujr} . .

A
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R ANALYSE T - 6os
3 - & = i
) " . d w - o gl
B4 e ‘ )’ . ' -
' S TRe, W 3 A o
¥ g f -
= " 25 gg-w 3 5 A v &, T L e yo g P
by, o = : ary z “ ‘J_y ] ‘0 - R i
% r + .
- Ik i =) T dx(e ; T
g o
TR L s Ddee 3o B o oh "-,-.-‘ TRk : 'Is,.?..'? By e =5 et %

: ’
< s h b, Pa %
. : T - “ < A b
3y - PR Al S ;Hi 2 _
% X Rl l o e m—m 0 - N L -, i
r 4 i . "y ’ # . et v
7 8 = t - o~ O
o
sa gt g . . w2 = - “n-k .
g . Eo. 7 s .
ou NI ¥ RS R B T,
. N 5

x(rt-—-sz)‘-—i—'-st :'_':0, , -

dy ., ¢

qui est preasement lc.quatxon donnce. La. valeur e e

répond donc 4 une fonctmn arbitraire de’ a, relativement a Iaqueile if

peut y, avoir, dans lcquauon donnee, des déuvées hcterogenes a l'in-

= 4 ; =

tégrale. L'équation .~ e

-
S T v

[ > 5

o) () — Fa)aie + )=

oy e P % A ~ v - N )
= e T . T E
~ e 2 . - —-— s . - - e % -
dewent ici . - 2. ) L LR L
b E: .: = (S e - s a2
3 3

2xt(rt—-:)(dx(u) +[4x5(rt s) :] d -i—-zxr(rt—-s)—l—s:o,

3 2

. - L ~ =
- 5 4 . -
y( ey “on a pour reste . .

en la divisant par

L z . O I I T z, -
‘ 2w g , g Py : T
i ;_k.‘\"z.x(rt s)ﬁ(r--—- )-—{-7;25{‘_,_“-”;{_ 5
- : ' . TR Nl Bk SR -
qui est nuI en vertu de iéquauon donnee, et pour quotlent s %
- \; -E‘ "3‘ "K » R ~
p_xt(rt.-—_y) _’.—zxj(ft._—_g).——-t;. SR
- 1?‘.“‘ ~ . = X A
en cga[ant ce quotlent a zéro on trouvex Ta T e
LY N 16 P . W B ___; 3 i', ﬂ::' . = —:: .
=B - ; J}, 4 ";i * gl RO FR . )
g S B F . ,ﬂ . — —— .:-. 2 " N
= S - dx (e L2x(rt—gs) de r " o ey g gt

XVII Calier, . . Hhhk
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[ DO . .. ¥ . .

fod o o -’ v T :
- : PR . o ’ra-?- . ) . v . .',, . n‘_ ) B
— d‘x(u 4 1
valeur de — coneqpondante a une foncuon aiburaue qu1 ne
",ﬂ‘ oo "t sew ﬂv k - v J":( a

Caody(xe T T Ty, T e 1.
peut entrer dans une mtegmie de icquanou donnee qui appamendra:t a
la plemJeJe classe ,« que sous Iakcondltion d’y étre contenue de maniére
que toutes les dérivées de z du premier et du second ordre soient, rela-

?

tivement & cette fonction, \homogenes a lmte&,rale.

iy

- Soit mamtenant proposée iequatlou S e .
'! . rt-—b‘xt"-—hpy-——g.r:o;*

v ' 95 - '

on aura, en y falsant les_ memes substltutums, et ia:ssant tou]ours,
Lt . - Y = - "-1| dq . = ) N

.

RECITELPREE M1 ;“3‘"\‘ Ty . "d_(x— ‘ . Yoot
o : . . - N
pour abréger, .t & Ia pIace de —nv, - .
* A 5 - _{,r‘ ,' z; ‘_,' RS- ‘* ‘. - y oo :_'_.{‘ P
: v \ . S ¥
- S . e Tdagx oL
LT ' " - - N PR b, \-.,\

2

. v o-wdg - dpinr dg . “dy . dy- dy
= ﬁ’dxm (dx-{d-n de (o d'x(d *q r!x(a )"T*'[('“‘) -

v M~

Posant sepalcment ies trois LqU&UO]‘IS P_.. 0, Q==o, R—o, et

vl -

dy d d" S
—(-paxr—i—s-—-i‘— et z z

rf“j'l’la‘?am* d MR x(a

AT e v | X N RTINS ‘, . ‘ - -
- 3 _‘}(‘1- - - 1 R P -
on a A T S ;
. R e By d - . 3
v Ta v Al & . J — . . i
- » p}l o q5~'——' qt _— d ’ e ..y SOOI
x;‘g_‘ . . 7 g ?“i » :':;d ,: - a’x (o{. t P {ﬁtu\\:’(:\-\ ) Tanowo . N
ety LGN " ) 8 : ToTy a .
: El \ xt Sty . ‘;' y 2 3 y d}l" .. ' ." ,- :k‘ o o
LAt b g d = O o e
. -, -y x(oL x(a. N - - I .
A ) i fa & v
' . e - AR ’
e e S T e :
_— PRI 3 ¥ I (ot —_— .--..E § S S DA 20 U PO L L
~ &
v ’
. N
d_}' - . . i L : .
en d¢liminant. ~5 il vienmt = 70 e |
a(x - -~ '.ks‘pa_- . i
» < B . ~ - N ' b

- 5 P
~ e _— . N
py — g5, mbrgt = o <
Loun oL N LT PRI SEeT: LA B QI a4t
» -l . . - “ . -
.

= R o sheongg ¢ EN
corr—brxtie bxg = o, )
- o0 v Al L o T BCT
ou Pon tire’ a-adfois - e, WE cieh i :
1‘_ i, . . : " “‘ .
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filha "F\f: - g :: «ww-; '\r‘»- — \.u‘ E ') 5"_’ iR 1t & REo, ~'J" —: ‘f" '
W _;“) ) " i M&” v 2 ) — 3 i 3 H
3 i L’ft e \.‘f "’I"P}"""‘"(f-f = O, B} o %
T =t ¥ % ~)1 . ,,i— B “t& TR e i ~.7 ’;:b .
qun est ['¢ quatlon donﬁnée, et »ﬁ AR S aE
&‘*{f‘ ; o ¥ \a;
Ty L, T B CT s :‘: A
Sok L e (py qs} — x q (‘t“’. P gt o
’ ;; “{ g - i s ,“11_ © gt " v = &

A3 L, g; 'L" 4 f 3
Alnsl une equauon pummve de quelque nature qu eHe soit, ne peut

jamais étre lintégrale gcncraie‘ de fa pr opoqce dés quelle contient une
fonction ‘arbitraire’ dLgagi;e de tout signe dmtegratlon pameﬂe rela~
tivement a laquelle les valeurs des dérivées de 7 du premier et du second
ordre ne sont pas: homogenes é. Imtegra{e, puisque toute: équatmn
prlmmve qul tomberait dans ce cas, el satlsfemlt ala ploposee

&

.{ rt___ézxtz._i__p}’__q;:o, ““..‘:» '
- 3 £ FE I 5
i ',\’w . 3
donneraxt en méme temps N - : ‘,’ « g P dg .
_— 2 o ORER s
. - (py —="qs) = 7 g7 , J

et Ne pourrait par, conséquent reprc.senter ia proposée que dans le cus
particulier’ ot Yon aurait cette derniére equatlon en méme 1emps que
{'équation, LR N g Taa M L, -

r-\ } - . B 5 - B

rt——-&‘x s —i—py—-*qur:o.i

3

T L £ b LR -

Le Mdé&moire d’ol ces Considérations générales sont tirées, contenait deux autres para-
graphes ot elles éraient appliquées & V'intégration des &quations aux différentielles partielles
du premier et du second ordre. Ces deux paragraphes ne se trouvent point ici, parce qu il
a paru plus convenable de Ies réunir aux autres Mémoires sut Ie méme su;et que lauteur a

d 0 wpas w i A
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présentés depuis a llnsmut. N A N i g W
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