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~J~L.4t'~Jf'Ù;02-L't'J~?n~j_j ES équations, qui contiennent. des ,'JiSerentieifes sMt ~orJjnaîres

soit partielles, expriment~ comme on sait,'des relations entre les va-

riables qui entrent dans ces équations, et les dérivées qui~ représentent.

les rapports des accroissemens infiniment petits qu'elles prennent ioj's-
i .')'!?. ~i

qu'on les &it varier conformément, à la dépendance mutuelle que, la
nature de là question qu'on se propose de résoudre, établit entre eues..

Ces relations en supposent nécessairement~entre les variables eUes-

mêmes; ces dernières sont exprimées par les intégrâtes primitives des
équations dinérentieHes, et par lès solutions particulières primitives dont
ettes peuvent être susceptibles.

Je ne m'occuperai point, dans les recnei-ches que j'ai l'honneur de

présenter 'aujourd'hui à la classe, des intégraies et des solutions parti-
cutières qu'on peut appeler intermédiaires,'et qui expriment ies relations
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-quijdoivent exister entre !es-variaMe&;que Ion considère, et.des.déri-
vées.~Jeces mêmes'variables~ d'orbes'intérieurs à celui de l'équation
'donnee~our que.cefte~'équation~'puisse avoir lieu ;(jé me'suis'proposé
d'arriver directement~aux'intégrai~s primitives, et j'ai'cru, pour mettrer ,r; "}~ 1 t l .1
',de l'ordre dans~Ie,tra\~i~ que ~ai 'entrepris-, .devoir réserver .pour un
autre mémoire tout ce qui est relatif à cette manière de satisfaire aux,

C'? 1 le -"f' "~1- .< ,-f'.
équations diSérentieltes, et me'.borner dans celui-ci à la recherche des< f j;
intégrales primitives des, équations aux'diSérentiénes pàftieiïes à deux

"), 'i.
.variables indépendantes. M;ne peut y. avoir de dérivées; ni par consé-.JI"$~r~ a ..f. ry t.' I¡';i~'r "10,'
quent d'équations din~rentieHes, qu'autant, que les relations qui existent

.entre les quantités que l'on considère permettent d'en faire varier une

ou plusieurs à volonté, sans'que ces relations' cessent d'avoir lieu. Dans

~Jë premier cas.'it n'y a qu'une~ variable'indépendante dont toutes les

autres sont des fonctions c'est ceiui des équations~ aux difîerentieHes

.ordinaires dans ie second, le nombre des variables indépendantes est
'1. .> .Ó- o('id" '1,. ~'i>

.déterminé par la nature de la Question, et fes équations sont aux dif-t
iérentieUës partieHes dans l'un et l'autre cas, on peut toujours prendre
à volonté la variaMe ou les variabtes qu'on regarde comme indépen-

dantes. Pour qu'une intégrafe
soit générafe, i! faut qu'H n'en résuite entre

'les variaMes que l'on considère'et leurs dérivées à l'infini, que les rela-

tions
exprimées par l'équation

~donnée, et par les équations qu'on en
v, 1,

déduit en la dHïerencianf.

Lesintégm~es'et: les solutions particulières, en même temps'qu'elles~"f. I,t: '.>~C'( {rI, ,1 >i
établissent ces relations entre les variables et leurs dérivées, en établissent

.d'autres étrangères à ia question, et elles n'en représentent par consé-"'If.t'1."~¡,¡. -1 L'-
quent que des cas particuliers.

On distingue les, Intégrales particulières des solutions particulières,
en ce que les premières peuvent être complétées de manière à produire
une intégraie générale dans laquelle elfes sont comprises, et que fa même

chose' n'a pas lieu à l'égard des secondes, 'qui expriment des relations

incompatibles avec celles que représentent
les intégraies générales,
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Pour que ies intégrales, puissent ~tre générales, faut .~d'après cette

définition,'qu'elles contiennent des quantités arbitraires, afin qu'après'(\ 9 .z z~w(. l.
les avoir éiiminées entre l'intégrale et ses dérivées à rinn.ni, II ne rester

que les relations exprimées par, t'equatioh~ddnnee et par ses dérivées.

Représentons par M l'ordre d'une "équation ~auxdi~erentielies ordi-
naires ou a.uxdirfërentieHes partieifes/.et par H un..nombre quelconque
plus grand que M/ si l'on différencie fois l'intégrale primitive, démette
équation, et qu'il en résulte équations; si on la différencie ensuite
elle-même /7–m fois et qu'it en. résulte ~équations entre'ies~mémes
dérivées, il faudra, d'après l'observation que nous venons de faire, pour
que l'intégrale ait la même généralité -que l'équation donnée, que les Il

équations obtenues dans la première': opération coDtie'Hn'em!–
k

arbitraires, afin qu'après l'élimination~ de ces arbitraires ,Hn.e ..reste pas*
plus de ~équations. k ~y"
On satisfait, par exemple, ài'équatlon~+-==~(*)~c" Panant'

~==~)- équation qui contient deux constantes arbitraires, et qui
donne la proposée lorsqu'on tes élimine' entre elle et ses deux dérivées
mais elle n'a point la même généralité, ~puisqu'en'pas$aht'~seu!ement ait'
second ordrè, D~-–t-~f==7 ne donne que ces deu xrelations~ 't' j1:C~29U:b

valeurs qui satisfont à ces deux relations, mais qui n'en expriment
qu'un cas particulier.
"11 est.~sé de'voir~d'aiiïeurs, que les dëux~intëgrates,' dont'l'une'est

ïepresentee par:7==~ ~–, et 1 autre par lé système des deux éouations;)~. ~i. ).j~j. x. .i:t/ i.

(*) Traite ~uCalcul différentielet du'Ca)eut'intëgraJ,~m.
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"t. .<.o. v. (.0"
d'où l'on neipeut déduire, que ;cës'deux relations et les équations qui
en-sont une'suite nécessaire.T~' :f: .:}') .(~ .~j''r;en-sont une ,sUItenéct!ssarrè.;o¡'5:' ;c,:(: ') .U:'0; 'J

Les'deux équations' de ~autre intégrale donnent

t"1f~ 1 ")" J '¡.. Jo- r'

d'où résultent seulement entre'j~~ tes}deux-.tnêmes relations.
¡' ~'s. ` .y~, t r. ~·

Il

'~L'équation ~==~A'-(-qui
donne en outre ~=o, ne peut donc

~tre
qu'une

intëgrafe

ou une solution
particulière de l'équation

-): .l't:: _d L~ ,< l' ~r

-D'après la théorie que M.Z~<M~ a donnée decette sorte,d'équations
primitives, qu'il nomme-M~FM/Fj''fomo/~M,il sembler qu'on ne .peut.r~.jj'(. ·, j~ 'f:i~t'j'ti
considérer ~==:~t~-t-<:omme une intégrate particuiiei'e de'/

~ue
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que dans le cas où l'on'reprësente l'Intégrée. générale de cette dernière par'1 =w ,11-1 # 1

mais non pas comme il, arrive pour toutes. les autree formes de lat 't.
fonction <~par i'éHminàtJon de f(., à cause qu'il ne reste, point de <t.
dan-s la seconde équation. C'est i'éiimination de qui remptace. alors

`

celle de et. cependant comme le reste du calcul est absolument le,même,
et qu€ est entièrement arbitraire aussi bien que <t-,jt me semble

qu'on doit toujours regarder les.équations primitives, telles que~,
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auxque!Ies'~M/ Z~~M~a donné le nom d'intégrales complètes, comme

des intégrales particutières. Onvoit, en effet, dansl'exempte précèdent,
f[ue,~==~)-F~'se déduit également de l'intégraiegénéraie're-

présentée par ~,==.v~(–~–),"lorsqu'on prend~–==~(-jS-'–,
et de ia même intégrale représentée par'les deux équations ~'t'

voyons maintenant comment.on peut en général satisfaire à fa con-

dition que tes équations déduites'de l'intégrale primitive par Hdif-
férenciations, contiennent ~–~arbitraires~ et~ observonsque ~équa-
tions'peuvent bien se réduire à équations, soit qu'il', y ait ~–~
arbitraires soit qu'il y'ait~plus, mais jamais quand il y a moins.
'S'i! n'y.a qu'unet seule variable indépendante,'on n'obtiendra par
la diSérendation

qu'une seule, équation nouvelle d'une équation déjà
obtenue, lorsqu'on passera d'un ordre de dirterentieHes l'ordre suivant.

L'intégraleprimitive pouvant toujours, dans ce cas, être exprimée par
~ne seule équation," on aura donc

jce qui donne ~–=:m/ II raudradônc un nombre :==m, et par'j
conséquent constant, de quantités arbitraires dans l'intégrale primitive,
et les équations qu'on en déduit par fa~din~renciation.. On satisferai.
cette condition par m constantes'arbitraires,et, on n'aura~~amais à
éiirhiner entre rintégrale~et'ses dérivées' que'ces'm constantes, parce.
queies di~erenciations ne peuvent, que'~aire évanouir celles qui ne
sont multipliées par aucune quantité variable dans l'intégrale, ou dans

l'équation qui résulte des différenciations précédentes, et non en intro-
duire de nouvelles.
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Mais, lorsque Féqùa.tion donnée est aux différentieites partiëMes te
nombre ~–~ va en augmentant à i'in6ni avec cetui des différencia. v
tions d'où il, suit' qu'une équation primitive qui y satisferait et qui- ne
contiendrait qu'un nombre Uni d'arbitraires constantes, nepourrait amais
en être une intégrale générale. Par exemple, dans~ le cas ou il y a
'seulement deux variables indépendantes, et où l'intégrate primitive est'

représentée par. une seule équation, on a, endiSerenciant /< fois cette

intégraie,

pour celui des équations résultant de ses différenciations !e nombre
des arbitraires à éliminer ne pourra, donc, pour que, l'intégrale soitgé-
nérate,.être.moindre que ,1

<)).
qui croît a iinnni avec

Toute intégrale d'une, équation aux différentielles partielles qui n'est

pas composée d'un~nombre infini. de termes, ne peut donc être géné-
rale à moins qu'eue ne contienne des arbitraires dont le nombre aug-
mente~ lorsqu'on d!n'érencie." '“
~11 y a, dans l'état actuel de~Fanatyse deux sortes, d'expressions qui
jouissent de cette propriété, les j~~f~o/M~~M~M et les intégrales par-
tielles contenant des fonctions arbitraires. A.~ < .L'' ='

.p'Je me sers de !a dénomination d'intégrales partieltes dans- le' même
sens qu'on emploie cette de, diSerentieKes partieHes, ppur~ désigner tes
intégrales des fonctions de plusieurs quantités ~f, Z, &c. prises en ne
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~considérant cotT)më.variable que celle, dont la dirrerentieUe se' trouve
sous le.signe d'Intégration. Ainsi i'intégrate partielle de Yg-}-A-J~

'~risë depuis'.<'==o,'est ~-{-–quetque retation qui existe entre
'{~ ~f .0: 'f"2. ;1' J'l~.fi.).I)

Z' tandis que l'intégrale totale
de~Ia même fonction suppose entre

.-<<; t. .T'~ -t" ~i.
ces trois quantités deux relations, en 'vertu desquelles y et 7 soientt ~–– -t~
ionctions de ce sera par exemple, en.prenant de même cette

intégrale depuis ~=='b'
> s

“
t.o

au lieu que l'intégraté partielle deviendrait par !â substitution de ces

-~Je distinguerai donc d'abord deux sortes, de quantités'arbitraires
dansles intégrâtes primitives des équations aux dinférentieUes partielles,

les onctions arbitraires dégagées de tout signe d'intégration, ou qui ne.
se trouvent sous un tel signe qu'avec des constantes, là quantité dont
elles sont composées et la diSérentielie de cette quantité, ce-qui ne
constitue, pas une intégrale~ partielle, parce~que ces intégrales doivent
ators, être*prises sans regarder comme constante aucune quantité rëeite-
ment variable d'après la nature de la question qui à conduit à l'équation.

~r

donnée, et fes intégrales partielles contenant des onctions arbitraires~
Ces deux sortes de quantités arbitraires se subdivisent chacune eh deux
autres.: on:doit distinguer, '< t.

!-°~Les fonctions arbitraires que je nommerai ex p iciles, et qui sont

composées d'une quantité dont la vafeur est donnée en fonctions des
yariabtes contenues dans i'intégraie primitive; )
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J 2:.° Les &nctlons/arb!tran-es.quë.)e nommëra. .et.~uL'sont
composées de quantités dohtEia'vâieur en:fbncti6n;de~ ~y~yarië.avec'
Ja forme qu'on donne à vbionté.à.Ia jfbnction;.arb traire.~OnjSait,-p<fr

exemple, que,le système des deux équations'r ~.w.'r'i~i~~ ~fi i'io
'r'

valeur absolumentdinerente~de'Ia"prëcédente.ij;7'')!f)!f'i't!J~'i'i.i' c
?. Les'intégrales partiellesindë6n!es quine contiennent, sous le

.).R,,°I- .t.
'signe' que des ionctions'.expijcttes ou.imptjcites de ~~v,.f.'J!J. ~J~ .M.
4-°.:Les intégrales partieiies dennies où les mêmes.variables se trou-

'vent combinées sous e sinne avecune autre variable indépendante,')"i.J'=-t'L.<–– .t-
dont là din~re.ntie,He~mutt]p!!e,tput~ce.qui,s&trouve sous ;ce signe,.qui
est considère commeseule variable, dans l'intégration qu'H indique,, et
dont ies.vaieurs en ~,f/ ou e]\ constantes déterminées, sont données
seulement aux deux limites de I'intégra.!e. ',}' ;n:de Yintégrale. F.:i°, .:ï. <<,
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~Ôn.pëut diviser ies~ intégrales primitives en pfusieurs classes, suivant

qu'enes~'ne;renfei'ment~qu'une seule de ces~diSerentes espèces de quan-
-titcs'arbitraires,Lou'qu'eHes~en renferment ~deplusieurs/espèces.' Celles

'où ii né se ji trouve" pas ~d'intégrales partieltes, de quelque nature que
soient d'ailleurs les fonctions arbitraires et les fonctions qui en déri-

.r., < ~ï -“–––––– “vent par voie de dinérenciatioit ou 0 intégration non partielle, jouissent
de propriétés particulières et devant, sous plusieurs rapports, êtrep 1
considérées à part, }e les réunirai dans une classe, et je les désignerai
sous te nom d'M/~M/M </<' ~y~~ f/AM~. It' existe'entre tes fonc-
tions arbitraires qui ne sont point, comprises sous des signes d'inté-

grations partielles et celles qui en sont affectées/une différence bien

remarquable, savoir que; dans le premier cas; une.difîérenciation faite

dans l'hypothèse que ta'quantité dont se'compôse'une fonction arbi-
traire est constante, ne peut introduire dans le calcul aucune nouvelle
arbitraire dérivée de'cette' fonction; mais que la même opération en
introduit au contraire de nouvelles,'quand cette fonction est comprise
dans'une intégrale partielle, parce que les dérivées d'une telle intégrale
relativement aux variables qui y sont considérées comme constantes,
sont autant ~d'arbitraires qu'Ii'faut éfiminer séparément. Nous verrons
dans !a suite de ces recherches combien cette différence en met entre

.les intégrales de la première classe et~celtes<qui contiennent des inté-

grales partielles. ~Pour rendre plus simples~fes~considérations qui vont

suivre, il faut voir d'abord comment on peut réduire à une'même forme'jjj. j.. ~i_ ~m~
'les intégrâtes de'dinerentes espèces, pour que les raisonn.emens et les.¥ r ~'t. ~{~I r' ~'r 'r¡ r-
démonstrations relatifs à cette forme,s'appliquent indistinctement à
toutes les intégrâtes 'des équations aux drSérentieHes partieifes.

L'orsqu'elies ne~contiennent~pointt'intégrate partielle, on'les ramène
avec 'la DiMs'srande facilité à'une rorme commune~qui~est ceUe d'un“
système d'autant d'équations 'plus'une qu'it~ a de~quantités différentes
dont'les 'fonctions arbitraires ces- intégralës~'sont composées c'est
sous'cette forme que se présehtent~es~ intégrâtes .à fonctions implicites,
et on y ramène les intégrâtes àlfonctions explicites; en substituant aux
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'quantites;doiit'se composent~Jes,fonctions';ar~itfa!res' des Jettrës~ telles',,1. J: 1-
-que ct,3, &c.~ann de n'ayo.ir.p.!us'.qu'u)iëj'sëule,lett:re~ sous chaque'
signe de fonction, et en joignant à l'intégrale après qu'on.y a'&it cette

.substitution., Jes .équations quL donnent~ les; yaleurs de~ces lettres~ en,.
fonctiôns d l,' 0 J .J~' .Ji
fonctions de. S.j,~ -)Y.=- ;i:?/. =.3Ti',
C'est ainsi, par exemple,. que pour;mettre i'integrafe de requat)on;i/

Cette forme-est~ sans doute moins simple que: celle dè'Ia.mÉmeiintéy.
graie représentée par une seufe équation; mais elle à'l'avantage d'être
commune aux intégrales de la première classe, de que espèce qu'elles

soient; c'est pourquoi je supposerai que toutes. les ~intégrafes de cette
ciasse y ont été ramenées, lorsque j'aurai à les considérer! d'une ma-,
nière général ?\

s~
-v,`' ~`~`:_

On peut aussi donner..une ~brme"commune"â~toutes ies" intégrales*

partieHes: il -faut pour cela ,"Iorsqu'eHes sortt~inden.nies, y introduire
une nouveUe nuantité H, telte qu'it ne reste plus d'autres différentielles'). < .t~
sous-le signe que cei[e decette quantité,L'intéEration est, alors re-
iative àseul; mais on ne peut plus la regarder comme;h)dénnie~
parce que u ayant été substitué à unejfbnction déterminée de ~E~
doit reprendre au commencement.et

à !a '6n de i'intégrate~les.vaieùrs
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que doit y avoir/cette fonction, valeurs qui se trouvent ainsi les deux
limites de.l'integrate dertnie'relative à'K, par iaqueUe on a remplace
Fintegrate indé6nie.f' "~?/'M.

AvantJd'eciaircir. cette" dernière considération parun exemple, je'.j ~A < -'–
crois devoir prévenir'que j accompagnerai toute équation; ou entrera,,u_ 1 L., f
une integrate déHnie/'de i'indication~ëntre deux crochets, des limites

dans lesquellesrcette intégrale doit être prise; en sorte que/si i'on a, par
exemple~r'L"J~

~(Je.me servira! dans tout'ce mémoire, comme on-le fait ordinaire-
ment, des lettres r,j~ pour désigner les fonctions déterminées, et je
réserverai ies lettres grecques< Y, pour l'indication des ibnc-
tiens arbitraires.)~

°

~.lî m'a semblé aussi que.les calculs qui.vont suivre exigeaient que
~e.ràppe[asseJci,~et que je misse sous la formé la.ptusjconvenabie à
ces'caicùls, une &rmuie sur laquelle repose la différenciation des inté-

grales ipai'tieHes. .< ~j~ .<.j. t

'Si i'ph substitue~-)-~ à ~'dansy~ [tf==ct< K==/3], cette

~quantité~deviendra'i'

premier
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J
'premier terme de cette .valeur, on remarquera, que s! l'on~represente
y~~H considérée comme indéfinie par J~ K~, la première inté-

grale définie ~M/'[a==:e< K==~3], sera.'représentée par..

"Si nous prenons maintenant pour exemple de. ta frans&rma~tpn
1 dont nous avons parié tout-à-i'heure, l'intégrale de ~j



ANALYSE.'

'7' –– .f-t- ~=~0,~ y~
J. `` ~~7'J

'telle qu'on, fa. trouvedansée 7r~e~MCa/c'K/~?.r~<?/ C~A'~

M~M/ de M. Lacroix, art. y~y, et que. nous y écrivions,'f- :t "'t ,1"
~– au Heu de ;–2.

~f
pour éviter les fractions nous aurons

où est une constante pendant l'intégration, qu'il faut après cette
ppération, remptacerpar ~-+- a

Pour exprimer cette condition, d'après la notation dont nous sommes

convenas
r̀ferà u 'SX.'

convenus, on iera K==––/ dou

ou l'on peut remplacer par ~-+~, en considérant le signe y. de cette
intégrale comme se rapportant à M, ainsi qu'on le suppose toujours
dans les intégrâtes partielles, puisque c'est la différentielle ~K,cmi est
sous ce signe on '.aura dçnc,. “ i..

La limjte supérieure de cette intégraie est M== –––– quant à fa'x-(-~ y J
limite inférieure, pour qu'iI n'en i-ësuite aucun terme dans les dérivées
de qui l'empêche de satisfaire à l'équation donnée, it faut qu'elle soit.
constante dans ~hypothèse de refation entre et~, d'après faqueife
l'intégrale a été prise toute ionction~de -r-~ satisfera."à cette condt-
tion~en sorte que les limites seront ~f c
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pour la vafeur de cette intégrale prise entre les limites ~"+* et

––– le second terme de cette-valeur sera une fonction entièrement
~+~
arbitraire de A--)- puisque en est une la quantité <t- qui
est ajoutée à

pourra donc être comprise dans .f~-t-y, ~t-~j~, en laissant

arbitraire. On conservera ainsi à l'intégrale pr~cëdente toute sa généra-
lité, en supprimant le terme ~i- et en écrivant les limites comme
il suit, d'après la notation dont nous sommes convenus,

Pour vérifier cétte intégrale, on aura~recours aux'valeurs que tipus

avons trouvées pour-~–,–~ ;~[~==<t-==~en la représentant
donc par'
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puisque celle que nous venons d'obtenir~en est l'intégrale première,

teite-qu'elte se'trouve dans l'ouvrage cité, au coen~cient près, que
nous avions, ajouté à'la .fonction arbitraire désignée par < dans fa.
vue de simpiiner un peu te catcut.

Au reste, on regarde avec raison la forme d'intégrate indénnie sous

iaquetle nous avions i'ultégrate de fëquation~ ,°:

comme p!us simpfe'que cette.que nous venons de [ui'donner. Mais
cette dernière est la seule sous !aquef!e on puisse comprendre toutes
les intégrâtes partieltes, et cette, considération conduit à reconnaître la.
forme générale qui réunit toutes celles que peuvent. aSecter les inté-
grates des équations aux diSerentieiies partieiies, connues jusqu'à pré-
sent a 1 exception des intégrales en série, dont nous ne nous occuponsT-'T .P. 11 ")~
point dans ces recherches.' K' ?-

'Pour se ~aire une idée nette~de cette forme générafe, on suppôt
sera,~i.°,qu'on a~représenté par des lettres telles que &, /3, ~&c.

tes quantités dont se composent !ës fonctions arbitraires dégagées de
signes d'intégration par.tielfe quantités dont nous supposerons que k

désigne le nombre; en sorte que A sera nui, quand il n'y aura dans
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l'intégrale des fonctions arbitraires, que sous des signes d'Intégrations
partielles; 2.° qu'on représente par d'autres lettres~ par'exemple, par

&c.. les quantités auxqueites se rapportent fes signes d'intégra-
tion des intégrâtes partidfes "7~K &c., soit que ces inté-
grâtes soient dénnies ou Indéfinies. Je. désignerai le nombre deces
quantités, ou, ce qui est la même chose/le nombre des intégrâtes par-
tielles indépendantes entre elles, contenu dans l'intégrale primitive, par
Il est évident qu'alors l'intégrale primitive sera composée, i.° de

~-)-t équations, entre lesquelles doivent être éliminées les Aquantités
< /3, y,'&c., après que les Fonctionsarbitraires ont été déterminées,
et qu'on a exécuté les intégrations partielles j'appellerai ces ~+- ï
équationsles équations principales de l'intégrale 2.°. de 2~' équations
donnant poulies quantités N~v, !r, &c. tes deux, valeurs que cha-
cune d'eues a aux deux {imites de l'intégrale'partielle correspondante.
Ces2,Â' équations,que récrirai à la suite des premières entre deux cro-
chets d'après la notation convenue, seront désignées dan ce mémoire
sous ie nom d~M~o/M accessoires /'M/<?j~/< Cest à cette forme
générale~ que je supposerais ramenées toutes les intégrales dans les
recherches qui vont suivre.~ -r :–

Parmiles équations principales d'une Intégrale primitive, il peut se
trouver des équations aux différentielles ordinaires, ramenées par i'éfi-
mination âne contenir que deux variables~ et leurs dérivées mutuelles
avec une troisième variable qui doit être regardée commeconstante
pendant imtégration de ces. équations, intégration qui ne peut ators.
s'effectuer qu'après une. détermination particulière des fonctions arbi-'J
traires. Dansce cas, les constantes arbitraires qu'introduira cette inté-
gration doivent être comptées pour autant de fonctions arbitraires de'
la troisième variable. ~Au reste,'cette circonstance n'apporte aux consi-
dérations dont nousaitonsnous occuper, que des modincations si légères
et si faciles à suppléer, que je ne crois pas devoir m'y arrêter.. J
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CONSIDÉRATIONSsur la m~N~~'~0/7~ les:Z~f/~M~OKJ ~KCCMJ/M~'M~O-
!M~ dans /C~/<'M~~ 7VeN~M" ~~f~ ~b/~OM
~M/7'M CO~RM ~/Mune /M/~ ~MC/fON~~f~lorsque cesFonctions

M~0/JOKy</M~J7<V/7f<O~j0~r~ ~-i-; ~f '0
>- ` :'J)'" ` :5' ,a~~c~ `_~ `1 :\o; ('

'EN partant d'un système de ~-t-ï équations prjncipafes, composant
une intégrale primitive, et en passant aux dérivées du premier ordre,
p)t aura ~t-l~ équations de cet ordre, dans lesquelles, outre les

quantités contenues dans l'intégrale, se trouveront et 2~, quan-
tités telles que.. ·

en sorte qu'après avoir élimine ces quantités, il restera Jeux équations
qui donneront les valeurs de p et de q. Les équations dérivées du second,
'ordre seront au nombre de ~t-i~, et contiendront en outre f, t
et 3 quantités telles que. 1

par les déjà trouvées pour ces quantités, on'aura tro!s oua-
tions qui donneront celles de r~ u
En-continuant ces opérations jusqu'à l'ordre quelconque n, on dé-

terminera des valeurs de toutes ;Ies..dérivées de jusqu'à, cet ordre,
qui ne renfermeront que les quantités, contenues"dans l'infégraté, ài'ex-
ception'des nouvelles fonctions arLitraires dérivées de celtes de l'In-

tégrale.
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'H est évident qu'en continuant sufRsamment !es difîérenciat!ons,~if

s en. présentera necessa'rement dans les dérivées 'de et sans ce!a.
d'aiifeurs les inté~raies, d'après ce que nous. avons dit, jve pourraient
pas pf.us.étre générâtes, que si eUes ne. contenaient qu'un nombre 6ni
de constantes arbitraires mais cette introduction de nouveifes fonctions

arbitraires,~eut n'avoir pas iieu dans les valeurs des premières dérivées
de parce que FéMmination de
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où les'valeurs de'y et de q ne contiennent aucune nouvelle fonction

arbitraire. '<- ¡,

A l'égard du système de deux équations que nous avons, pris'pour
exemple,' il est évident que c'est l'intégrale .complète 'de l'équation du

premier ordre qu'on-obtiendrait en éliminant et,, ep<et<})~ entre les

quatre équations qui fournissent les vateurs de y, <
II est facile, dans cet exempte de transiormer ce système en un autre
dont une équation soit ta dérivée de l'autre relativement à t(- seul on
-trouverait

mais ce n'est pas ici le lieu de montrer comment on doit s'y prendre
pour faire en générai cette transformation de la manière la plus simple,
et d'examiner si. eiïe est toujours possible. Nous reviendrons sur cette

r.Utt
-question dans'un des paragraphes survans..~< °

Pour résoudre toutes les. questions 'qu'on peut se proposer sur fa.
manière dont les nouvelles fonctions arbitraires naissent des dinëren-

ciations, nous nommerons <~ la quantité dont une des fonctions arbi-
traires est composée, et nous supposerons que~et. ne dépend ni de.<'

seul, ni de~ seul, nous'réservant d'examiner ensuite \Ie cas où fin-

"tégra!e contient une "ou plusieurs fonctions de .<' seul'ou''de
seul alors nous pourrons, prendre ce pour l'une des deuxvariab.fest, i,~
indépendantes, l'autre: étant l'une'des deux qui't'étaient auparavant,
ou si c'est~ par exemple que nous prenions avec pour

les deux yariabfes' indépendantes 'v .sera, comme. toutes les autres

quantités qui entrent dans l'intégrale primitive, une fonction de ;v et'
'de et' te nombre des' autres quantités, /3, &c. dont se composent
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les ~fonctions arbitraires étant A–i. En y joignant-et. on aura
~-f-! fonctions de et de et,; et comme l'intégrafe se compose de
~i-i, et donne en la difterenciant dans cette hypothèse, "2/A-t-i~
équations, on pourra tirer de ce!tes-ci les vateurs de

Ces dérivées relatives à A- et et,, auront avec celles de par rapport à
x et~/ dont eMessont déduites, des retations dont nous attons nous
occuper; mais commeeiïes se trouveront souvent mêlées, dans le cours
de ce mémoire, avec des dérivées prises dans d'autres hypothèses, je
me sut*.v forcé d'adopter une notation, à {'aide de laquelle je pusse
distinguer les dérivées prises dans'différentes hypothèses de différen-
ciation si Mest une dés quantités qui entrent dansl'intégrale ou dans

J~ '< '< t- ~M~ j'ses dérivées, ––– et ––-–) exprimeront tes dérivées de s~x~t -~< .fi .-?! d -7'
relatives à .y et et, et––– ––– les dérivées deK, quand

x et f~f~' 1 <-)' (~
sont les variables'indépendantes. r'< ~ti~ ci "i "J'

(*) Je pouvais d'autant moins me passer de cette distinction entre !esdeux dérivées que je
~~M'M- f'

Trepresente par
––-– et –;–-– que, d après la notation ordinaire, cites sont expn-
dx~!rj~(~ j~j

mées par e même signe, quoique de valeurs ditïërentes, et que j'aurai souvent à écrire dans
ce mémoire des équations où des dérivées dé ce genre entrent à-!a-fbis. A !'égard des dif-
férentielles prises en considérant comme indépendantes toutes les quantités qui entrent dans
une expression algébrique, je tes désignerai en en renfermant l'expression entre deux pa-
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Cette notation convenue, supposons qu'une nouvelle.fonction de e~
produite, par'les d)6erenciations successives de l'intégrale primitive,
commence à paraître pour la, première~lois dans une des dérivées de
de l'ordre n,' nommons & et y les deux dérivées correspondantes de
l'ordre immédiatement inférieur ~– i, en sorte quë'ceite dérivée soit

égafement représentée par -–"–'et par ––– je dis que cette nou-.x </x~
velie fonction se trouvera aussi dans les valeurs des deux dérivées de
l'ordre M/dont l'une la précède et l'autre la suit, et qui sont représen-

tées," la première par la seconde'par ––~–.

Pour le démontrer, je remarquerai, °,
i.° Que, puisqu'on suppose, que cette nouveiïe ibnct!on n'a po!nt

paru dans les équations qu'on a dérivées successivement de l'intégrafe
jusqu'à l'ordre~–i ,nrà plus ibrte raison dans celle'dont se compose
cette intégrale, elle n'entrera ni dans les valeurs de a et de v tirées des

premières, ni dans cetfes dey tirées des secondes,' ni par conséquent

rentheses;en sortequesi est par exempleunefonctionde x, a et <p!f.,l'expression

de
––-–représentera ia quantité y
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f't~~r f~H-f'f. f~f ,;i t** rdans.les valeurs de –– –– puisqueties résultent de
..< ;x~ ~f/x~. ~x~. T.

différenciations où «<est considère, comme constant; et où toutes les
fonctions de cette quantité se comportent', par conséquent, comme des

constantes "y' r.

~.°.Que la dérivée ––~– ne pourra être m nulle ni innnie; car si
etre ..–

ca*r

elle était ~nuife, on aurait ~===~ct,, et toute onction arbitraire de et. le
serait aussi de~ seut, ce qui est contre la supposition et si elle était

;T" c~ .`-
infinie, on aurait, a cause que ––– == –,––, et

étant consi-~

.?"~ -V ',r. (o&
dérées dans cette dernière dérivée commeles deux variables indépen-

dantes, réouation –~–== o d'oùTon tirerait'A-=='~d,; 'en sorte
'T'~f. 't;{-
que toute rbnction, de et. le serait de .f seul, ce qui est encore contraire
à Ja supposition.. .L. ~f.
Cela posé, la dirférentieUe totale de u étant également représentée par

~-f:
Puisque ––~–,ne peut être~nul, et que fa. nouvelfe fonction qu'on

suppose se trouver dans la valeur de neutre ni
dans
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ni dans –~–;il~&udra nécessairementj en. vertu de cette équation,
y .j.

qu elle. soit contenue' dans ia
valeur de.––-– j

On trouvera de la même manière une équation toute semblable à

l'égard de f, d'où l'on conclura'que

et puisque ne peut-être ni nufle ni innnie, la nouvelle fonction

de <<,qui entre'dans fa valeur de
–––,

et non dans celle de –––

'et de -–~–.
entrera nécessairement dans la valeur de

–––'J X

.Puisqu'une nouvelle fonction de <~ non contenue dans les valeurs

des dérivées de 7 d'ordres inférieurs à ––,–==–,––, ne peut entrer° ~ne

dans cette dernière, sans se trouver aussi dans fa valeur de fa dérivée de Z
du même ordre qui ta précède immédiatement

on démontrera de

même successivement qu'elle se trouve encore dans toutes celles de l'ordre

,s qui précèdent ceile-ci jusqu'à –– et puisqu'elle se trouve', aussi

nécessairement dans la dérivée
suivante elfe se trouvera égale-dy~ 6

ment dans toutes celles du même ordre Mqui suivent cette dernière jus-

QU'à–~–~r– <' '=,a.r-f.
,r

d~~ _`
II suit de là que toutes fes tbis qu'une intégrafe primitive contient

'une onction arbitraire d'une quantité qui, ne dépend ni de' seul n-î

de seul, une nouvefle onction dérivée de ceMe-ià ne peut commencer
''apparaître dans fa vateur~ d'une, des dérivées-de. 7, sans s'être montrée

dans r[es~ dérivées des'ordi'es précédens~/à moins qu'elle n'entre, ausst
dans lès vafeurs de toutes" les autres dérivées de du même ordre, D'ou

résulte'la nécessité de la .proposition résiproque~~que si la valeur d'une'



dérivée de d'un certain ordre, ne contient que Jes mêmes fonctions de:f~- f. ~f. 1
Et, qui se trouvent dans lesdérivées des ordres inférieurs, toutes les

dérivées de de cet ordre ne contiendront aussi que les mêmes fonc-
tions' deet- f r f,

Voyons dans quelle circonstance, !e. passage des dérivées de l'ordre
K–i'à celles de l'ordre peut avoir iieu sans que les valeurs des
dérivées de de l'ordre ~contiennent une nouvelle fonction de et.qui
ne se trouve pas dans celles des dérivées de l'ordre ~–i.

En supposant toujours que et, ne dépend ni de seul ni de~ seul;

ne peut être ni nul ni infini, puisque ––~–
~= o donnerait

f/Ct~tx f~tt~Cx
dy da 0,:== ce qui est absurde et que === ouu == o

· ce, q~
est

~~su_rde, et ~da(x_ :?U .dJ'(x
donnerait' c<=:v, ce qui'est contre la supposition. Or, on'tire de
~a` '0' rr.) -,).1 h~~r~r « s t=r du
“, 'M < t~f t/M ~K~f
ieouat!on == –,––. cette valeur “ == –,–

et~ct~X <X ~ft~X ~<
e~ ~a~t 1

.1 'd 1, l', -du du d dy d'd' d l,.H est évident que Jes valeurs de "–' et de déduites de
l'in-~tt~X ~tt ~t

tégra!e,'contiennent chacun.e une fonction de et. qui ne se trouve pas
dans les valeurs- de Ket de tirées de ta même intégrate d'qù il suit

</M T
que en contient nécessairement une qui ne se trouve pas dans.L .t'x~. t

c, à moins; que la nouvelle jbnction de que présentent ––– et-L- j- T. ~.j ,< .r. ~et~x;
dy K. 'J' 'f -~r.

étant
la même dans ces deux quantités,. n'y entre que dans

-t~ y" l'~ 'du

un facteur commun qui disparaisse de la fraction
– par la sup-

'.`'··' f -> ·: t.. ',da(x =_i_
pression de cejfacteur dans son numérateur et dans'son dénominateur.

En rapprochant, ce résultat de ce que nous;avops déjà:démontré sur,
la nécessité que la nouvelle.fonction de et.; quand c<,varie~à-Ia-fbis
avec x et avec y/se présente en même temps dans toutes les dérivéesb <

~ANALYSE.'I
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dg de l'ordre H, ou ne se presente~dans aucune, on voh qu'il faut
nécessairement, pour que. tes dateurs dé ces dérivées ne contiennent

que les mêmes fonctions de et. qui ont déjà paru dans les précédentes,
que les valeurs de toutes les dérivées de de l'ordre immédiatement
inférieur s–i, soient telles que les coemciens de </ct-, dans leurs dl6e-
rentielies prises en regardant ~,et ce comme les deux variables indé-

pendantes, aient un facteur commun avec où se trouve exclu-
sivement la nouvelle fonction de que cette différenciation relative à
et.introduit nécessairement dans les valeurs de ces coefnciens. II est aisé,
au reste, de démontrer que, si un des coemciens de ~ct. a un facteur de ce

genre commun
avec

ce facteur le
sera aussi à

tous
les autres s

car H sumt de prouver pour cela que Met f étant toujours deux dérivées

consécutives de de l'ordre M–i, tout facteur commun
à–––, qui

contient une fonction de et/qui ne se trouve ni dans f ni dans~, divise

aussi la valeur de
et que réciproquement,

s! ce facteur est` duU à t~ Tt sera
V °commun a ––– et a il le sera aussi à –––.

ax ~t' axf<t ,-ax ~ct
En effet; la fonction de «- qui entre dans ce facteur ne se trouvant

ni dans f ni dans y, ne pourra entrer non plus dans les valeurs de

et'de ces dernières quantités ne pourront donc contenir

ce facteur, ni comme multiplicateur, ni comme dénominateur..Or',

comme il résulte des valeurs trouvées précédemment pour L?
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~M."on a; à cause
de =='~–

les équations-
dy(x ~.dx(y.

'qui montrent évidemment la'première, que si le fa.cteur.dont nous

parlons est communa et a –––, il 1est
aussi

a df 't/K~x d'et~x:Je dafxx

et la seconde, ques'il est commun
à et à

––T–, U divisera
r' -;r'

oet[.vX tï«(X

'aussi–,–7–.aoCj'X~j, '.J' h~~ ~t..
Je ferai dans ce mémoire un usage fréquent de la ~brmu!e~

qui a toujours lieu entre deux'dérivées consécutives de d'un même
t ordre, représentées ici par.K~ et en y substituant à la place'de ces
deux lettres, soit .et q, soit y et j; soit .f et~ &c. :'x
-r efu '~)'
Lorsque ––– contient

ainsi un
facteur qui dtvjse ausst-–––1 f/ ~x

et où'se trouve' une-ibnction de-et. qui n'est contenue ni dans la
valeur de K~ni dans cette de ni dans cetfes'des dérivées de jus-
qu'à l'ordre de K, non-seulement tous, les coemciens de ~f<. dans tes
'dinerentiettes des dérivées de 7, du même ordre que u, prises en
considérant et e~ commeles deux variables indépendantes,' sont di-
visibtes (*) exactement'par ce facteur; mais les coer&ciens de Jet/dans

J'entends par-)a.quete quotientoù peuventd'aitleurs se trouverd'autresfractions,
n'en contientpoint où le diviseurse trouveen dénominateur,et en généra!ne contient
d'aucune manièrela nouvelle{onction<Jea qui se trouvedansce diviseur. °,

les
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ïes différentielles prises de la même manière des dérivées de d'ordres
inférieurs à celui de u, et de lui-même, sont aussi .'nécessairement.
divisibles par ce &cteur/
II sumt de faire voir, pour cela, que si, cette circonstance a lieu

comme non venons de le démontrer, pour toutes les dérivées de l'ordre
a–l qui est celui, de K,~quand elle a lieu pour u, eife,aura aussi `

nécessairement lieu'pour. toutes les dérivées de de l'ordre précédent
~:–2.; car n étant indéterminé, le même raisonnement appliqué aux
dérivées de de l'ordre M–2 servira à démontrer la même chose de"
celles de l'ordre n–~ et ainsi de suite jusqu'à

Soit donc une dérivée de de l'ordre M-– 2.,
'd ~x

en
seraOlt

~n~,w,u~~ ,_errve~e
une de l'ordre n–i et ne contiendra point, d'après la supposition,'
la nouvelle ibnction de qui entre dans le facteur supposé commun à

j~d (- dy'l x dy
~0~~ à < on aura––'––- et a ––– mats on aura~a.~

valeur dans laquelle
1~ est'divisible par ce facteur; 'et'–'

J ~~(~
en est indépendant, puisqu'il ne contient pas !a nouvelle fonction de
.«, qui y entre le produit de ces deux quantités, qui est la valeur de

–––
sera donc aussi divisible -par le même facteur, et donnera

un quotient qui ne pourra contenir la nouvelle fonction de qui carac-
térise ce facteur.

`

Une fois qu'H s'est. manifesté dans les- dérivées de de l'ordre
une fonction de et.qui ne se trouve dans aucune des équations composant
l'intëgraie primitive, et qui dérive par la diSerenciation d'une de celles

que ces équations contiennent, il en vient intaHtibIement une nouvefie
dans les,dérivées de l'ordre suivant MH- i une nouveffe dans .celles
de t'ordre /)-2.~et ainsi de suite à l'innni la dernière de ces nouvelles
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fonctions ne pouvant se trouver que dans les dérivées du-dernier ordre

.de et entrant nécessairement dans toutes celles de cet4ordre, d'après
ce qui a" été démontré précédemment.
En e6et; dès ~qu'on suppose dans K une onction de ~'qu!~ n'est

il- 1 w-scontenue dans aucune des équations composant t'Intégraie, ni par consé-

quent dans fa valeur, de tirée de cette Intëgrate, la dérivée de~ de
l'ordre suivant, prise,par rapport à et représentée parJv

contiendra dans son numérateur une nouvelle fonction de qui sers
dérivée par la différenciation de celte qui est dans K, et qui ne pourra
se trouver dans le dénominateur, parce que~ pour qu'eue fut contenue-

dans
–––, il faudrait

que
celle dont elle dérive par une dinerencla-

tion, se trouvât dans ce~qui est contre !a supposition.
Cette nouvelle fonction restera donc nécessairement dans la valeur de
.–et en produira par conséquent une autre nouveUe dans

qui né pÕu'ri'~s'évanouir par la même raison, puisque' celle dont eHe-qui vie pourra s'évanouir par !a. même raison, puisque celle dont ef!e
dérive ne se trouve pas dans fa valeur de
J'appellerai dérivées homogènes à l'intégrale relativement à e< celtes

qui ne renferment que des jonctions de et.' qui se trouvent aussi dans
l'intégrale; et dérivées'hétérogènes à l'intégrale relativement à et-, les

dérivées de qui contiennent des fonctions de et. qui n'entrent dans
aucune des'équations, de l'intégrale. Observez que/pour que des déri-
vées soient ce que j'appelle homogènes à l'Intégrale il n'est "pas né-i-
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cessaire qu'elles contiennent toutes les fonctions de e(, qui- sont dans

l'intégrale, mais seulement qu'elles, n'en contiennent ~point qui ne s'y,
trouvent pas. J<'&
H.est aisé de voir, d'après cette définition et les diverses proposi-

tions qui viennent'd'être démontrées, ,L

i.° Que. si et par conséquent aussi d ne sont pas~x~ ~x
honlogènes à i'intégra!e, aucune des dérivées de ne peut l'être

2..° Que si une dérivée u de de l'ordre n, tirée d'une intégrale
primitive, est homogène à i'intégrate, toutes les dérivées de du même
ordre et toutes celtes des ordres précédens ie seront aussi;

~.° Que quand on est arrivé aux différenciations, qui introduisent
dans les valeurs des dérivées de des onctions de e~ étrangères aux

équations dont se compose l'intégrale, chacune de ces fonctions se pré-
sente à-Ia-fbis dans toutes les dérivées de de l'ordre où elte'com-

'mence
à paraître

~° Qu'alors it y a une nouvelle fonction produite à chaque passage
d'un ordre à l'ordre suivant en sorte que les dérivées de hétérogènes

f'intégrafe peuvent bien être homogènes entre elles dans un même

ordre, mais qu'eltes sont nécessairement hétérogènes aux dérivées de
l'ordre immédiatement inférieur, puisqu'elles contiennent une fonction
de ce qui ne peut se trouver dans celles-ci, et à plus forte raison hété-

rogènes, aux dérivées de des autres ordres précédens.

Je crois devoir remarquer en passant que les premières dérivées de

7 hétérogènes à l'intégrale présentent dans leur dénominateur. '–
la nouvelle fonction'd'où résulte'cette hétérogénéité, et qui est pré-
cisément cefle contenue dans le facteur commun ."dont la suppression
en haut et en bas~ta faisait disparaître des valeurs des dérivées homo-

gènes à i'int'égrate mais une fois que cette nouvelle fonction s'est intro-

duite dans les valeurs des dérivées de ~c'est dans les numérateurs de



'ces valeurs que se présentent ies nouvelles fonctions de «. qui rendent
''les dérivées de chaque ordre hétérogènes aux dérivées de tous. les ordre&

précédens.
Une équation aux différentielles partielles étant donnée, on doit

d'abord chercher si etie est susceptible d'avoir une intégrale primitive
de lapremière classe, et commencer par examiner si, dans le cas où elfe
le serait en effet, les dérivées contenues dans cette équation sont ho-

mogènes ou hétérogènes à l'intégrale. C'est à J'égard des dérivées de
l'ordre le plus élevé, c'est-à-dire de l'ordre même de l'équation donnée,
qu'il convient de faire cette recherche, puisqu'il suit de ce qui vient
d'être démontré, que si l'on'prouve/qu'elles sont nécessairement ho-

mogènes à l'intégrale, relativement à quelques-unes des fonctions qui'
entrent dans cette intégrafe,. on sera certain que toutes tes. autres

dérivées contenues dans l'équation donnée sont aussi homogènes à

l'intégrale relativement aux mêmesonctions arbitraires. Nous verrons
bientôt que l'on peut toujours déterminer par un simple calcul d'éli-
mination exécutée sur une équation aux différentielles partielles don-
née, quel doit être', si elle est susceptible d'avoir une intégrale primitive
'de la première classe, le nombre des fonctions arbitraires contenues
dans cette intégrale relativement auxquelles toutes les dérivées contenues
dans l'équation donnée sont homogènes à i'intégrafe. La distinction de
ces deux genres de fonctions arbitraires, et I& procédé que-nous leroM
connaître pour les déterminer séparément par des calculs exécutés sur

l'équation donnée, nous sera d'un grand secours dans la recherche des

intégra!es~t' ;)'
`

Nous n'avons considéré, dans tout ce que'nous venons de dire, que
les fonctions.composées de quantités qui variaient à-la-fois avec x et
avec ~/et nous avons vu que, relativement à ces fonctions, les déri-
.vées d'un même ordre étaient nécessairement ou toutes homogènes ou
toutes hétérogènesTal'intégrale': il n'en est pas de même quand l'inté-
graleprimitive contient une ou plusieurs fonctions arbitraires ibrmées11, 0;" < r

..ANALYSE.
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'de qualités qui dépendent de x seui ou de y seul. Relativement à-,ces
fonctions, tout ce que nous*venons de démontrer sur la nécessité queles

nouvelles fonctions arbitraires commencent à paraître à-Ia-fbis dans
toutes les dérivées d'un même ordre/cesse évidemment d'avoir Heu;
mais pour qu'il ne' reste aucun nuage sur les démonstrations précédentes,
il est bon de voir comment cela résulte des formules mêmes sur les-

quelles ces démonstrations sont fondées. Supposons donc d'abord que
l'intégrale primitive contienne~ une fonction arbitraire formée d'une
quantité qui ne dépende que de y, et représentons-la par <~ (~y~ (*)~.
au pourra faire dans ces formules cL ~=j~~ ce qui donne

(~) représentant, une fonction déterminée de y, et étant le signe d'une fonctiom

arbitraire, il est clair que (p est la même chose que j'ai employé t~ parce'

que le raisonnement est absolument !e même qu'en se servant' de et que d'ailleurs si'

l'équation primitive renfermait ?' ')'0'~ &c., la substitution de à t< Mlf
serait des transformations qui pourraient la rendre plus compliquée,-
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montre que cette nouvelle fonction contenue dans ––7–
reste neces--

~"f
'J~ "~M -tf' T ~-T.

san'ement dans –––, puisquelie ne peut entrer dans
ledénominateur

~r. s
~'e(., qui est une fonction déterminée, de et-,ni par conséquent s'éva-
nouir par a suppression d'un facteur, commun, au numérateur et au
dénominateur. \.r.
On,voit donc par ces formules, commei! est d'ailleurs aisé de s'en

assurer sans y avoir recours, que dans le cas que nous examinons ici,

-,––-
ne contient que les mêmes fonctions'arbitraires de qui se

'trouvent dans K, et que –––' en
contient nécessairement une nouvelle.

En supposant que u représente successivement jo~ r~ j., &c.
on en conclura que ~o; r et toutes les dérivées de relatives à seul
ne contiennent que les mêmes fonctions arbitraires de qui se trouvent
dans que q en contient une nouvelle, la seule qui puisse entrer dans
j et dans toutes tes dérivées de',Zoù il n'y a qu'une différenciation
relative à y; 'en sorte que les dérivées résultant des différenciations re-

fatives à seul, sont toutes homogènes à l'intégrafe relativement aux
fonctions arbitraires de y seul; qu'aucune autre dérivée de ne peut
l'être mais.que celtes où if y a un même nombre de différenciations
relatives à sont homogènes entre elles à Fégard de ces fonctions.

SI l'on suppose que l'on ait pris x au lieu de et jf au lieu de x,
dans ië cas où il y a dans fintégrafe primitive une ou plusieurs fonc-
tions de x seul, on verra sur-le-champ que ce que nous venons de dire
des dérivées de relatives à une d~ ces deux variables, aura lieu pour
celles qui se rapportent à l'autre, et réciproquement."
“ Les fonctions arbitraires de seul et de seul forment ainsi une
troisième sorte de fonctions arbitraires; mais nous verrons qu'on les

détermine~de iamême manière, que !es autres fonctions refativëment
auxquelles il y a dans l'équation donnée des dérivées de hétérogènes
à l'intégrale.~ –



-'ANALYSE.1

,11~ -;r~'
~Cb~DB~~ y~o~v~ sur le nombre .Fo/~oM <??'S~M/M~M ~o~ Mh'~

-dans les Intégrales primitives pour qu'elles puissent être ~/7~/M.

LA détermination du nombre des fonctions arbitraires indépendantes
entr~efles que doivent renfermer les intégrâtes des" équations aux dif-
férences partielles, repose,-ainsi que nous l'avons déjà dit/sur ce prin-'
cipe, que quand on a. équations qui ne rentrent point !es unes dans
les autres, et qu'on saitqu'elles n'en doivent pas donner plus de par
l'élimination-des arbitraires le nombre de ces arbitraires peut bien être

plus grand que' ~– parce que plusieurs arbitraires peuvent s'en aller
en même temps; mais qu'i! ne saurait être moindre puisque l'élimi-
nation de~ces.arbitraires laisserait alors plus de équationsi Supposons
d'abord que t'intégrate de l'équation donnée appartienne à Ja première
classe. En représentant toujours par le nombre des équations dé-
duites de l'intégrate-primitive par des différenciations successives jus-
qu'à l'ordre n, et par le nombre des équations entre Z, et les
mêmes dérivées de qu'on tire de l'équation donnée; en- la din~ren-
ciant N–Kibis.-ii est clair que tes équations-résultant de la première
opération ne. peuvent -rentrer les unes dans fes autres, à l'égard' des

équations dérivées d'une même équation de l'intégrale primitive, parce

que chacune de ces équations contient une dérivée de qui'ne se
trouve dans aucune des autres, et à l'égard de celles qui sont dérivées

de différentes équations de i'intégraie, parce qu'elles ne pourraient ren-

trer les unes dans les autres, sans que la même chose n'arrivât aux-

équations dont elles dérivent.. `
Pour que l'intégrale primitive n'établisse entre x, y, Zet les dérivées

de jusqu'à cettes de l'ordre quelconque que les relations qu'ex-
priment l'équation donnée et ses dérivées, it laudrà donc que le nombre'

des~arbilraires contenues dans les dérivées'de l'intégrale'primitive ne'

puisse jamais être plus petit que A–A.
~`

` f
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Or, en supposant que désigne toujours le 'nombre des quantités
réellement dinerentes entre elles, dont les fonctions arbitraires 'sont

composées, il est évident qu'après avoir différencié l'Intégrale jusqu'aux
dérivées de l'ordre y!/ relativement x et à on aura'1'~ r 'j"

.2..° Les fonctions arbitraires et leurs dérivées pour en exprimer le

nembre de la .manière la plus générale, je représenterai par g te nombre
des onctions arbitraires indépendantes entre eues, et par'j' celui des
fonctions qui en sont dérivées par voie. de dinérenciation ou d'intégra-
tion, qui entrent dans Fintégrafe, ou qui-sont produites par les pre-
mières diSérenciations dans FintervaHe que pourraient laisser entre eues
les dérivées de .fonctions arbitraires qui s'y trouvent, teiies que seraient,
par exemple, <~c< si l'intégrale contenait cpo~et ~"et,, ou/y~c, <~e(~/et,,
si elfe contenait /(~ cpet~Jc~ et <pc(..Je supposerai enfm, dans
fe cas où les premières différenciations n'introduisent aucunes nouvelles
fonctions arbitraires dérivées, soit de <~c< soit de -L/3, &c. qu'on dé-

signe par /-)-! l'ordre des dérivées qui commencent à être hétérogènes
à t'intégrafe re!ativement aux fonctions de <i, par /+-! l'ordre de celles

qui commencent à l'être relativement à celles de /3, et ainsi de suite
en
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en sorte que7==o, quand et sont hétérogènes à l'Intégrale rela-
tive`ment à'~a, l'-o, quand, p et `q, ie ,sont relativerrient à (318~c.tivement à'cpet,; /'==o, quand.~ et~e sont relativement à -&c.
Cela posé, nous avons vu que dès que les différenciations ont introduite
dans le calcul, une nouveHe arbitraire dérivée de < par exemple, H
s'en produit nécessairement une nouvette, dérivée aussi de cp~, chaque
fois qu'on passe d'un, ordre de différenciations à l'ordre suivant. II est
d'ailleurs évident qu'à l'exception de celtes que nous avons comprises
dans chaque fonction arbitraire indépendante n'en peut produire
qu'une pour chaque ordre de différenciations; le nombrede celles qui s'in-
troduiront de cette manière ~lans le calcul sera donc ?!–/ pour C))<
M–/ pour -J~ et ainsi de suite la somme de ces dirrérens nombres est

j/?–/–/–&C. 11 raut y ajouter j-t-~ et le nombre '(n+I) "– A
'( u. 2.

qui est celui des quantités à éliminer autres que les fonctions arbitraires
on aura'ainsi

A -t- j'~ – – – &c. quantités

à éliminer entre
~<t-t- t) /n -).z)

"r' ~T~– .––––)-i/équations.~` Y" <
~2..

H restera donc après cette élimination aumoJns

~·n'+ I J (n-?-=J ` `- t =:, `:
r

:~+'~+~ '–)- i;–t-&c.,équations;l, r --(:1.
et ce nombre ne devra jamais surpasser, quelque grand que soit n, le
nombre 'r' 't~ -i'tf J'
jr__j~n–m-t-i~ ~n–!m-(-~ ~t- ~n-t-~ ) m'–ntj

'2" 2
des équations qu'établit entre Z, et les dérivées de jusqu'à l'ordre

'H, une équation~donnée de l'ordre m; if faut pour cela quett. «].. i t-- ;l
t `: ` g ('r -+ 'I,~.E.- g' yl l' 8~c: ` `

~-7'T~r.ne soit pas ptus petit que s .J t
'~)- ',i.i. )< m~m – l)

~n -A– 's



'/ANALYSE.
·.

quel que soit n c'est-à-dire que l'Intégrale primitive ne peut être gène-
rate'qu'autant que g'n'est pas plus petit que

pour que cette condition ne fut plus satistaite.

Les intégrales primitives générâtes de la première classe appartenant~
à des équations aux différentielles partielles de l'ordre m, exigent donc
nécessairement m fonctions arbitraires indépendantes les unes des autres.1 a. Il
En faisant ~=~/on aura pour Je nombre des quantités à éliminer

mais l'équation donnée, et toutes ses dérivées jusqu'à l'ordre~ doivent
résulter nécessairement du système qu'on suppose être fintégrate primi-
tive de cette équation d'où il suit qu'après l'élimination il doit rester

disparaissent d'elles-mêmes dans les opérations qu'on exécute pour élimi-
ner les autres. Or ce nombre est toujours nût relativement aux intégrâtes'
des équations du premieF ordre, parce qu'alors i) == o,

:H~"i
que dans fe cas où l'équation donnée est linéaire, on a~== o, et que dans!.
celui où eUe ne l'est pas et où~'cc entre'avec'<~ct.~dans l'intégrale, ce
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~uï donne ~-==:[, on~atoujours./==i. c'est-à-dire que la première
différénciation n'introduit dans le calcul aucune nouvelle fonction arbi-

traire,' comménous le ferons -voir Lorsque
nous examinerons en particu-

lier les intégrales des équations, du premier, ordre-, r' '~j ~~t <
En rendant compte comme nous Venons de le faire, de la néces-

sité d'admettre dans t'intégrate d'une équation aux din~érentieHes par-
tielles auiant de fonctions arbitraires indépendantes les unes des autres

qu'il y a d'unités dans l'ordre de cette équation on'voit pourquoi cette
condition n'est plus indispensable quand i'intégrate est représentée par
une série contenant une infinité de fonctions arbitraires dérivées les
unes des autres, qui peuvent sufHre à l'étimination, sans qu'If en résulte
entre x, y, et les dérivées de Z, plus d'équations qu'il ne faut on voit
aussi pourquoi il peut en être de même quand les fonctions arbitraires se
trouvent sous un signe d'intégration pàrtieHe. -Eneffet, quand on diffé-
rencie une intégrale partielle par rapport à x et à y, il en résulte de
nouveifes intégrales partielles qui sont en général toutes indépendantes
ies unes des autres en sorte que quand e!!es ne disparaissent pas à-ia-fuis

par quelques circonstances particulières~ comme il arrive lorsque les inté-,

grales partielles de l'équation primitive sont indéfinies, cifes ne-peuvent
ctre'éfiminées qu'en vertu des relations qui existent enir&Iesvatenrs.

qu'elles prennent à leurs limites. 'L

Le no,mbre des fonctions arbitraires peut donc afors être moindre

que celui qui exprime l'ordre de l'équation donnée, sans que I'intégrate
cesse~d'~tre généraie; ~c'est sinsi quecesse d'être générale; c'est ainsi que

satisfait à l'équation r==~ et à toutes' ses dérivées-, sans étabtir entre
les dérivées de aucune autre relatipn,quelque loin qu'on pousse les
différenciations. Q.uoiqu'ene ne contienne qu'une fonction'arbitraire,
le nombre des' arbitraires qu'il faut éliminer séparément augmente de
deux unités, chaque fois qu'on, passe d'un ordre dé différenciation a
l'ordre suivant, précisément comme s'il y avait deux fonctions arbi-.
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traires. Ce nombre augmenterait.même davantage, et serait trop grand
pour qu'on pût éiiminer les arbitraires, si l'intégration par partie ne le

.réduisait de manière à rendre FéUmination possible, à cause ~que-ies
termes dégagés du signe par cette opération sont nuls aux deux limiter
de l'intégrale déntnie.. '<r~~ "io- .f-r .i ~"1x

On a,'en ërïet'; Jr

où chaque dérivée de ~t semble au premier coup-d'œit contenir une'
arbitraire indépendante des autres, ce qui rendrait toute élimination,

impossiMe mais, au moyen des intégrations par partiel et'en négfi-
geant ies termes qu'elfes produisent hors du signe /'comme nuts~aux
limites', on a j.?~
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et a!nsl de suite; ce qui donne r==~ et toutes les équations qui en).
dérivent, "p.. i~.,<

sans pouvoir 'donner aucune autre relation, puisqu'il est aisé de voir

par la forme des vateurs de p/ &c. qu'après qu'on a ruit subir

/< différenciations a i intégrale, on a, dans les ––––~––~– équations

qui en résultent, un nombre 2r;-t-i de quantités à étiminer: cela suffit

pour qu'if ne'reste que f–~)

ce qui, est .précisément le nombre ––;–––––––––––– des équa-
tions déduites de la proposée'par des différenciations poussées jusqu'à
l'ordre M, quand on fait m==2 pour exprimer que cette équation est
du second ordre. Nous verrons, dans la'suite de ces recherches, qu'un
grand nombre d'équations de cet ordre ont ainsi des intégrâtes générales
où i[ n'y a qu'une fonction arbitraire sous un signe d'intégration par-
tieile, et qui rburnissent dans les équations dérivées de ces intégrâtes
auetque loin qu'on pousse la différenciation, précisément autant d'arbi-
traires à éliminer qu'il en &ut pour que ces intégrales soient générales
c'est-à-dire, 2.yj-t-i arbitraires, lorsqu'il s'agit des équations du second
ordre. i1

J- Mais ces intégrâtes ne sont susceptibles de cette généralité qu'à cause

que la fonction arbitraire est sous un signe d'intégration partielle. Ainsi,

quoique i'intégra!e primitive, de. l'équation du second ordre, 'j

exprimée en intégrale définie puisse être gén~rafe avec une seule foAc.~
tion arbitraire, réquatton'tw' ~~Ti~

(*) Voy.[eMémoiresur!esJe/ufMm~drfti'u/~rMparM.Poisson,taserédanste j~ Cahier
~ecejourna~p~cff~ ?!
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qui y satisfait avec une fonction arbitraire, n'en est cependant qu'une
solution particutiere, parce qu'outre la retatibn entre. ~<
exprimée par l'équation du second ordre, elfe donne une innnité d'autres

relations entre tes dérivées de telle que ceffe-ci ~==~1 -+-< et
toutes celtes qu'on en peut tirer par la différenciation. "A l'égard des

intégrais exprimées par des séries, if est évident qu'on ne peut déter-

miner priori, par des considérations analogues aux,précédentes, te'

nombre des fonctions arbitraires indépendantes entre effes qu'eues doivent
contenir pour être générâtes, puisqu'on a alors une innnité d'arbitraires
à éliminer, et que ces considérations reposent'entièrement sur ce que te
nombre de ces arbitraires ne saurait être moindre qu'une certaine limite

qui croît avec le nombre des dinérenciations.. ï

'? S-

Co~V.O/TVOtV.y~JM~M .M~ /M ~</f(f ~0/~ CO/M~O~M
Fonctions <2/'A~M gui ~0/ point comprisesdans les Intégrales sous
des

~M ~jr<7~0M partielles. >

CEtTE partie de nos recherches-est &ndée sur~es ~ormuJes par
lesquelles on exprime les dérivées de d'un ordre quelconque M, en
fonction.des coemciens de dx et de </ct. dans tes différentielles des'

dérivées de Zde l'ordre ~M–i. Ces~iormufes, qu'it m'a semblé indis-

pensable de rappelér et de démontrer-ici'sont'indépendantes~de fa-

supposition que c<.est une.des quaj~tités dont'se'composent !es fonctions
arbitraires de t'intégrafe primitive. On peut y regarder c<,comme une
quantité quetconque,' fonction explicite ou implicite, ainsi que de x

et~de. Nous.verrons bientôt, lorsqu'on veut prendre pour a, dans ces
jfbrmutes'une des quantités dont se composent'Ies fonctions arbitraires/
comment on doit exprimer cette condition dans.fe'ca!cuj[.
& étant une fonction quelconque des deux variables indépendantes'
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et~ on peut prendre x et <;t.pour indépendantes; et a!ors~ et toutes,
les autres quantités qui entrent dans le calcul, deviennent, comme nous
l'avons déjà remarqué, des fonctions de x et de <t..Représentons, pour
abréger, ies dérivées de relatives àx et à
Tt 'jDans le prermer ordre, par
Dans le second, P~ r,

Dans l'ordre quelconque K–i, par *), 8.K-, A, v,
Et dans tordre suivant M, par Tr, <r, ..T, u, M.

Nous aurons d'abord cette suite d'équations
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et si l'on substitue ces valeurs dans celles de u, T, a-: .p, '7T, ?,
la division par leur dénominateur commun se fera exactement

sur tous !es termes, de chaque vateur, excepté sur le dernier; en sorte

qu'il ne restera de dérivées relatives à ce que dans ~ce dernier terme

<~naura ainsi



t ANALYSE.

~C~r. Ffff.

Si, après avoir débarrassé l'équation donnée de Jracdons et de radicaux,
on y substitue à la place des dérivées de de l'ordre le, plus étevé
c'est-à-dire de l'ordre même de cette équation leurs vateurs tirées des
-formufes précédentes, où 7T, T, u, M, représentent
ces dérivées, et 8. A, t, cettes de l'ordre immédia-
tement inférieur, et qu'on ordonne l'équation résultante relativement,

aux puissances ascendantes de –~– < on aura une transformée de

</ ft t <
Informe

que les valeurs des dérivées de jusqu'à tordre immédiatement Inférieur
a ceiui de Féquat.ion donnée, tirées de l'intégrale, rendront nécessairement

identique, comme~eMes rendent identique cette équation etie-mëme.
Cette circonstance est indépendante de la valeur de !a fonction de et
de~, désignée par mais lorsque «.. est pris à volonté, ies fonctions
arbitraires se trouvant indifféremment dans toutes les quantités qui
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entrent dans la transformée, on ne peut tirer aucune conséquence de
cette considération si, au' contraire,' et. est.une des quantités dont se

'composent-les fonctions arbitraires-de i'intégrafe primitive, alors it
faudra distinguer deux'cas, ce!ui où l'intégrale primitive contient une
fonction arbitraire composée de de manière que parmi les dérivées
de Z qui entrent dans l'équation donnée, il y en a'd'hétérogènes à l'in-

tégrafe relativement à cette fonctionnel celui ou elles lui sont toutes

homogènes relativement à la même fonction..

Dans le premier cas, les dérivées de l'ordre le plus élevé qui se trou-
vent dans l'équation donnée, contiendront exclusivement, d'après ce

qui a été démontré précédemment, une fonction de et.qui ne pourra se
trouver dans aucune "des dérivées de Z des ordres précédons, ni dans
les quantités,]

,qui dérivent de celles de l'ordre Immédiatement inférieur par une difîé-
renciation où & est considéré comme constant, et qui" ne peut par
conséquent*introduire aucune nouvelle, fonction de cf.dans ces, quan-
tités mais puisqu'on suppose que tes dérivées de ne sont pas homo-

gènes à i'intégraie relativement à cette fonction, celles de i'.ordrs le1

plus élevé parmi lesquelles se trouve M =± J
a(x~.contiendront toutesdy

da</«~
la nouvelle fonction produite par les difîérenciationsrelatives à et,, et

qui ne peut disparaître de ce~te vateur de ~) par !a suppression'd'un
acteur commun à son numérateur et à son dénominateur, puisque nous"-< “. .j y.
considérons le cas où il y a dans l'équation donnée des dérivées de Z
hétérogènes'àl'intégraie. ~).~ .f.
'tl[ suit de ia manière même dont nous avons obtenu !a transformée-,
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'que –,–– contiendra nécessairement, dans ce cas, âne fonction de

d~~
qui ne pourra se trouver dans tes vafeurs d'aucune des quantités qui
entrent dans P, Q, R, &c., et qu'ainsi les valeurs des dérivées de
tirées de l'intégraie, ne pourront fa rendre identique, la fonction de «.
de l'intégrale primitive restant arbitraire, à moins qu'on n'ait séparément»! ¥

-f= o <2 ==o /? = o &:c.

Aucottraire, dans le cas où toutes les dérivées de jusqu'à celtes de
l'ordre de la proposée inclusivement, sont homogènes à Fint~graie re-
lativement à la fonction arbitraire de toutes ces dérivées, et par

conséquent M=: – après là suppression du facteur commun 'à
J' ft

'T
< ~y'

dy '(
et à

dy
';I/n~ien&on't' "~ue j~s" mêm'es (onctjo~ls de ,a,

–––
et a

–––– ne
contiendront que les mêmes tonctjons de

_da.~ x ,~«~x, ¡'

qui se trouvent dans l'intégrale, et par conséquent dans P, Q, &c.
en sorte que les valeurs des-dérivées de pourront rendre.fa trans-
'formée identique, sans que Q~ R, &c. soient nuls séparément. On
peut, d'après cette, considération, déterminer en générât, lorsqu'une
équation donnée est susceptible d'une intégrale primitive de la première
classe, combien cette intégrafc 'doit renfermer'de fonctions arbitraires
de chacun des trois genres dormis ci-dessus,' savoir, les onctions arbir
.traires qui ne dépendent que de x seuf ou de seul, ceMes qui~sont
~composées de quantités qui varient~à-ta-ibis avec ~'et avec'et:par
rapport auxquefies il.y a dans t'équation'donnée des dérivées ~hétéfô-
gènes à~l'intégrate, et~cdfes à l'égard desquelles il n'yen .a dans'cette
équation nue d'homosenesa'i'intés'ra!e. 'B~
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II sujfEra, en enet, pour savoir si l'intégrale supposée de la première

classe d'une équation donnée aux différentielles partielles, peut, sans en

restreindre la généraiitë, contenir des fonctions arbitraires reiativement

auxqueffes les dérivées de de l'ordre le pfus élevé soient hétérogènes
à cette intégra!e, ou -s'il faut nécessairement qu'elles lui soient toutes

homogènes, de poser les équations

dès-lors ces équations, dont je représenterai. !e nombre par m; ne con-
tiendront pins que ~y~ 2'~ ?' '7T, j°. T, u, &t, et fa quantité
–––; si l'on tire d'une de jces équations ou d'une combinaison quel-;~X~t~
conque des mêmes équationsffa valeur de cette dernière quantité, et

qu'on la. substitue dans, toutes les autres, on aura M–-i .équations.
entre et les dérivées de jusqu'à, celles de tordre de 1'équatioir
donnée inclusivement. “
i~ .“' .<,
Lorsque les relations ajnsi obtenues entre ces quant!tt;s~ sont toutes

ïdentiques entre elles et avec féquation donnée, cette valeur de"

détermine pour A une valeur teUe, qu'une.fonction arbitraire de cette

quantité peut entrer d'une manière'quelconque dans. une intégrafe.de la

première' classe de l'équation adonnée ,isans q.),)e,.cette Mtégra!e cesse
d'être généraje mais s'it résuhait.de cette substitution des relations entre

Z~ '7~ 't ~étrangères .à l'équation
donnée/l'existence dans l'intégrale primitive~d'une fonction de et.. par
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rapport à laqueHe 'des dérivées contenues dans.l'équation donnée seraient

hétérosènes à cette intéeraie, entrahlerait nécessairement l'existence de° <° “ ,a 'r
ces relations, ce qui est 'contraire à l'idée que nous nous sommes faite
d'une intégrale générale. Un système d'équation contenant cette onction
arbitraire et un nombre nni de ses dérivées, ne pourrait donc être alors

qu'une solution ou intégrale particulière de l'équation donnée; c'est ce

qui arrive quand on peut satisfaire aux équations 1~

jP==o, (~==0, ~==b, &c.;

au moyen d'une seule retation entre x, ![ est évident d'ailleurs

que si l'on ne pouvait y satisfaire que par plusieurs rotations entre A'j
x et y ne seraient plus Indépendantes; et qu'il n'y, aurait .plus lieu

à l'existence des différentielles partielles dont se..compose- l'équation
donnée. Apres qu'on.aura tiré d'une des équations -t't

.P == o '<2= o /? = o' &c:'

toutes les valeurs
de–– qui en rendent le premier membre nul, et

'equ'on~itura vu s'il y en a,'et quelles sont ceHes qui-satisfbnt aux autres

équations, sans supposer entre et les dérivées de ~,d'autres relations

que i'équation donnée et ses dérivées, on saura s'il .peut y, avoir et combien
il peut y avoir dans son intégraie, si elfe est susceptible d'en avoir une de
la première classe, de fonctions arbitraires qui donnent pour les dérivées
des valeurs hétérogènes à cette intégrale; en sorte qu'on sera certain
s'il y a une intégrale de, cette sorte qui contienne d'autres fonctions

~arbitraires, que,par rapport à ces'dernières, toutes les,dérivées de Z
sont homogènes à l'intégrale. ~!i'.

'On voit par ~à que, par de simples calculs d'énmmatiot) exécutés
sur l'équation donnée, on peut non-seulement savoir combien son inté-

grale, supposée de fa première classe, peut. contenir de fonctions arbi-
traires par rapport auxqueiies n y ajt dans 1 équation donnée des dén-

-?.<i~
vees de hétérogènes a i intégrale, mais encore determjner en ionctions

J' T -f:<de et des dérivées ae ~usqua 1 ordre /?, les valeurs' que. prend
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–~–, quand on représente ~successivement par et, les quantités donf

se composent ces fonctions arbitraires. Nous attons montrer que l'on

peut ~éeafement déterminer de~!a même manière et en fonctions des
~L~

mêmes quantités les valeurs que prend nécessairement lorsque

l'intégrale est genérate et de la première classe et que et.représente une

des quantités dont se composent les fonctions arbitraires relativement'

auxquelles toutes tes dérivées de qui entrent dans l'équation donnée,
sont homogènes à rintégra!e mais nous remarquons auparavant,

,1.' Que dès que le rapport ––est déterminé en ~r,

f. TT, ~T, u, M, et par conséquent en fonction implicite
de et de~ct. l'est aussi de fà même manière, au moyen d'une équa-
tion aux difrérentieiies partielles, du premier ordre à laquelle satisfont

également et exclusivement c~ et toutes les fonctions de et,; ce qu'il était
facile de prévoir, puisque'~ entrant dans l'intégrate sous une fonction

arbitraire, peut'être remplacé par.l'une quelconque de ses fonctions
et ne peut par conséquent être déterminé que~par une équation,à la-

quelle ces fonctions satisfassent également.~ j~,

On a, en:efïet, en considérant A comme une fonction de et de//

d'ou it suit que quand on a~ia valeur,
de on a aussi, en en.

chang~ant'fes sishesrceMe du rapport: des dérivées de c(.'par-t~ -t

rapport
à et à ce-qut donne pour la determmation de cL une equa-.

lion~aux'dinSrentieHes"partiet[es'du' premier ordre, à'[M~é)!.ë satisfont
(,t~4.t-t'toutes les fonctions oeo; parce que;

l

–rt. :.)!i'<
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équation dont le premier membre est précisément la valeur
de
–« " _ > -, “ dx (a.

comme on le voit en faisant a=;/3, dans une formule trouvée précé-Ó d {3 J
demment ainsi

– – –
r= o et & = d> < "<CX(tt. I.J '1' ri.

2.° Que quand les dérivées de l'ordre le plus élevé de fa proposée
n'y sont multipliées ni par elles-mêmes ni entre elles, les valeurs de"

u da< fi: f' '•> i-1'- -

d-J, i et par conséquent celles.de – ne contiennent que x, "y,i
: - .J- dy(x(x • & -“".•

et les dérivées de £, jusqu'à l'ordre inférieur d'une unité à celui de la

proposée, parce qu'alors la transformée, comme on le voit à l'inspec-
tion des valeurs que nous -avons trouvées'pour tt.. ,t, ù,,««,' est

nécessairement de'la forme i t~-

dans laquelle Q renferme seulement les. quantités qui multipliaient

TT.T, u, Mavec –r~– d'où il suit qu'en tirant dy Ç de
i.~r: ~,v"- 1 1. dx(a i dx(x(a.
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l'équation Q= o; on aura des valeurs qui ne pourront contenir que
ces mêmes quantités. 1 •"l:1'

3-° Que si ces mêmes dérivées de l'ordre le plus élevé ne sont mul-

tipliées que parades fonctions de,* et de y, comme il arrive dans les

équations
linéaires et dans une infinité d'autres, les valeurs de y–-(" r

tirées de l'équation Q=zo, ne contiendront que *,et y; en sorte que
l'on aura pour déterminer- «.'une équation aux différentielles partielles
du premier ordre entre x, y et et, qui, lorsqu'on y considérera x et <
comme variables indépendantes," ne contiendra que x; y et la dérivée

de y par rapport à, x en sorte qu'on pourra l'intégrer comme une

équation aux différentielles ordinaires entre elles deux variables x et y,
pourvu qu'on remplace la constante arbitraire par une fonction de <t,

ou'piutôt. par d, lui-même, ce qui reviendrait au même; on aurait donc

ainsi toutes tes valeurs de et en fonctions de x et de y.<,
Nous venons de voir que lorsque les équations

sonttelles qu'en se servant de l'une pour éliminer de toutes
,a;. -,»' dx(a.

les autres ,"celles ci ne deviennent pas identiques à la proposée une
intégrale générale ne peut contenir que des fonctions arbitraires rela-
tivement auxquelles-toutes les dérivées de qui entrent dans l'équation
donnée soient homogènes à l'intégrale et qui soient telles, par consé-

quent, que la nouvelle fonction, produire par, les,différenciations rela-n"
^y__ ~X'

tives à tt disparaissede la fraction ~`dd lorsqu'on la réduit à sa plus
d*(x

simple expression. Démontrons maintenant que dans ce cas, comme

d a
ri J'' ri J*T

dans le1 précédent le rapport '–j~ = y.
est nécessairement

'' • dXx: t'j'J ,-i
déterminé
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déterminé en fonctions de x, y £, et des dérivées de qui ne passent
`-~

pas l'ordre de ia proposée. “ • `

soit 4-. i''â • • >- =, j

l'équation' proposée l'intégrale quelle qu'elle soit, doit satisfaire non-
seulement à cette "équation, mais encore à toutes ses dérivées prises, soit

par rapport à soit ..par rapport à /Prenons ces dérivées relativement

ày, en marquant par des indices les "dérivées de -X.ir, v, à par
rapport à y, nous aurons- successivement (- .

en sorte que, dans chacune de ces équations, les dérivées de l'ordre' le

plus élevé ne seront multipliées que par les quantités %<

qui ne contiennent, comme V, que x, y,'z> ]?*<[••• •> *• • • a>'?1-
et comme les équations qui nous ont donné les.valeurs de ir.a>;
en fonctions de 1 .'l" -1

1
1-(' -1.1.Il.

1 1- ".¡en fonctions de '1 «r v- • '- ,' J

,~< a v • _-». »

•et He la
fraction – 3 – • ,r

ont lieu également pour tous les ordres et
'J;' ??. > i-> x > a »&• v:r -i
donnent par conséquent les-valeurs de-£?;, ttw. .r(? ,v(rJ co^,
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en fonctions de %r~fi -7r(r~'J r<r~° v<r~». ufr~» eny écrivant
seulement ces dernières quantités à la place de (^, r A,jx, v,

il est évidentjà la seule inspection de ces valeurs, que dans toutes les

transformées déduites des dérivées "de la proposée par rapport à où

on les' aurasubstituées, les fractions,, r .t

seront toutes multipliées chacune dans la transformée où elle se trou-

.vera par la mêmequantité!-é,
<.

Or,- pour que ces transformées pussent avoir lieu sans cette "condi-
tion,"il faudrait qu'il ne parût aucune nouvelle dérivée dans les numé-
rateurs desfractions •'

qui ne disparût en vertu d'un facteur commun
à y et l'on voitn 1 Gt.(X'

d'ailleurs que cettedernière quantiténe changepoint en passant d'un ordre` .P 'j~ "~j> ,'¡" I i s
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de dérivation à un autre,' tandis qu'à chaque différenciation il s'introduitr.-
une nouvelle fonction arbitraire dans les numérateurs correspondans. II

w 1.
s'ensuit donc qu'on arrivera nécessairement à une transformée où une
-• -V - ,fVi^ .4'^ v\ 70*<<«;»

J
nouvelle fraction arbitraire entrera seulement dans là fonction, '-

1 't' ~,k dy
'v '«.'•- '}'" 'v'1*" -. \j} -idcL(xet où l'équation (A) sera nécessairement satisfaite. t' -J >•.i d i 'Xi Cette équation donnera des valeurs déterminées de

y
en

fonctions de x y, £, p q |, vr a, et dont il suffira de
da

changer ie signe pour avoir~ceIfes,de~ dx(y`,changer le signe pour avoir celles de – j^ v,
? l d v fxix »

représentant toujours l'équation qui résulte de la différenciation de fa

proposée par rapport à y) si l'on y substitue à ,'tc' .cù les valeurs

dont nous venons de parler et qu'on égale séparément à zéro les
'*rT > dcc >,

termes de l'équation ainsi obtenus, qui seront multipliés par. –
•v.ï fv ;ï • S' « :-C:~d^(7

il est évident qu'il restera une 'équation delaquelle on pourra,tirer
' v •'» da- ii "| ;.v > ,i %$

une autre valeur de y–
ou de • Cette valeur --sera

nécessai-
dx(a.. “ da,

..> ^ly^^c, :l.^p
rement égale à la première en vertu de l'équation donnée; mais, elle con-
tiendra les dérivées de l'ordre immédiatement supérieur a celui de ta pro-
posée, ce qui n'empêchera pas que cette équation ne soit souvent d'un,
stand secours Dour la détermination de son intégrale. tl»>- =–<
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ï On voit donc que dè quelque manière qu'une fonction 'arbitraire
entre dans une intégrale .générale, où cette fonction n'est ni en série

infinie ni sous un signe d'intégration partielleï il faut nécessairement

que là quantité dont elle, est composée, loin de pouvoir être prise à

volonté, soit telle que lea'apport de ses dérivées relatives à x et ày,
ait une valeur déterminée en fonction dex, y, i, et des dérivées de

2 Jusqu'à fordre de l'éq~l~ti~n'' donnée,:Ol~ voit en même. temps queZ jusqu'à l'ordre de l'équation donnée. On Voit en même temps que
cette condition détermine ces quantités autant qu'elles sont susceptibles
de l'être; puisqu'elle ne peut avoir lieu que relativement à ces quan-
tités et à leurs fonctions qui peuvent, toujours leur être substituées.'

L'équation

est du degré' et donne en général valeurs
de –-r~7â~ ces valeurs,

dont aucune ne peut être nulle ou, infinie quand l'équation donnée

i^f =; o contient les deux dérivées .extrêmes
'1

>

a a
u

L"J ~I .I. r

sont celles de
y pour les n quantités représentées par a. dont !es

,,1 o"¡:" ~{ CÎy ~x r o, r j~ y · r

>. fonctions' arbitraires de l'intégrale primitive sont nécessairement com-

posées lorsque l'équation donnée peut en avoir une appartenant à la

première classe^ , '"•"'l' ~1.
-'• Si parmi les « racines de l'équation dont nous venons de .parler, -il
«, s'en trouve d'égales, l'équation donnée ne pourra1 avoir une intégrale
de
la. première classe, qui^ contienne un, nombre suffisant de fonctions

arbitraires ".pour être générale, à. moins.qu'il n'y ait- dans' cette :inté-
''grale autant de fonctions ,arbitraires indépendantes entre elles, com-

posées d'une même valeur de & correspondantes à ces .racines égales.~1 'f. 'r
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• Lorsque « manquerà dans l'équation donnée, une des valeurs de

é/fa'i sera égalé à zéro; ce qui donnera 5 • .

bu simplement "«,= y] puisqu'une fonction de a, peut toujours être
substituée à d; il ne pourra' donc y avoir une intégrale primitive de
la première classe avec « fonctions arbitraires à moins qu'elle rie con
tienne une fonction arbitraire de y. '•• ;'•'

Par la même raison, si, outre ce, l'équation donnée manque de quel-
ques-unes des dérivées dede l'ordre Il qui précèdent immédiatement

ut, on aura autant
de valeurs de

y égales à zéro et l'intégrale

primitive ne pourra par conséquent être générale qu'autant qu'elle ren-
fermera un même nombre de fonctions arbitraires de y, indépendantes
entre elles.

s
- 7

II suit de ce qui a été dit au commencement de ce mémoire sur la
manière dont s'introduisent dans le calcul les nouvelles fonctions déri-
vées des fonctions arbitraires contenues dans l'intégrale' primitive que
quand cette intégrale en contient qui soient composées de y seui,'« en
renferme une nouvelle qui ne peut se trouver dans aucune des\ autres
dérivées de Z jusqu'à l'ordre n. cela, buifit pour démontrer, que a ne
saurait entrer dans une équation aux différentielles partielles qui a une

intégrale de la première classe où entre une. fonction de y seul. II suit
encore des mêmes considérations, qu'il y a-dans dans le même cas une
autre arbitraire qui ne peut se trouver que dansv, «eta; en sorte

que si v et w manquent dans l'équation donnée, v ne saurait y entrer,"
tant qu'il y a une intégrale primitive de la première, classe. Une équa-
tion qui contiendrait v et, où u et a n'entreraient pas,- nè'peutLdonc
avoir une intégrale primitive de cette, classe; mais cela n'empêcherait pas
qu'elle ne' pût avoir, une intégrale intermédiaire de la même forme que
les intégrales primitives dont nous s avons formé la première classe: =

,car, pour n'en .citer que l'exemple le plus simple, il est, évident qu'en
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nommant e la dérivée
dyn~z de 7 de l'ordre n ,a~ relative à yy

seul, l'équation A==:6-t- est l'intégrale première de l'équation

7 i-* y
où f et <Mmanquent, quoiqu'elle contienne v.

è ,1.

si, aulieu de Met des dérivées de de `i'ordre-~rv_qui-précèdent
immédiatement ce, c'étaient et les dérivées -7r,. p, ~~8~c. qui suivent

'immédiatemént~ dont il manquât un certain nombre dans l'équation
donnée, l'équation

ne serait plus que du degré « – et ne donnerait, que n – déter-
minations pour ce; mais en, changeant alors x en y et y en x, on
verrait, par ce que nous venons de~dire que ['équation donnée ne pour-
rait avoir une intégrale générale de la première classe qu'autant que cette

intégrale renfermerait i fonctions arbitraires indépendantes entre elles
composées de xseul et dans le cas où l'équation donnée ne contiendrait

ni £ ni vr qu'autant que Çy manquerait aussi.

L'équation

'¿ –~–7––donnera' donc toujours les valeurs
de^ – ^–

ou de – – dx (y
':v; z /V ,v-" "'• *> (*

correspondantes -à toutes les, fonctions arbitraires qui peuvent entrer
dans une intégrale générale primitive de la première classe, si l'équa-'
tion donnée peut en avoir une; elle fera connaître en même temps si,
parmi ces fonctions arbitraires, il peut y en -avoir et combien il peut
y en avoir qui soient composées de x seul ou de y seul c'est ce qu'on
sava,Kdé'à> <îuoiqu'0^ ne ïeût peut-être pas démontré complètement,
et qu'on eût négligé de faire voir d'où venaient les modifications qu'ap-'
porte, dans, la généralité de cette' proposition la forme d'intégrales,
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partielles ou de. séries infinies des intégrâtes dont se composent les
autres classes. Mais les considérations précédentes, en complétant cette
théorie," conduisent à un résultat nouveau,-et dont je ferai dans la
suite de ces recherches

un usage fréquent; c'est le
moyen

de distinguer-t;
parmi les valeurs de celles qui correspondent à des fonctions
arbitraires relativement auxquelles il peut y avoir dans l'équation don-
néé des dérivées de hétérogènes à l'intégrale et celles qui corres-

pondent aux fonctions arbitraires pour lesquelles toutes les dérivées de

Z jusqu'à l'ordre de l'équation donnée sont nécessairement homogènes
à l'intégrale.
Nous avons vu comment on pouvait trouver les premières par un

simple calcul d'élimination exécuté' sur l'équation donnée et nout
venons de voir que l'équation ' > « v •

donne à-la-fois les unes et les autres. Après avoir déterminé les pre-
mières comme nous l'avons dit il pourra arriver trois cas ou elles
seront en nombre n, et alors l'équation du degré «qui ne ferait que
les donner de nouveau devient inutile dans ce cas -les dérivées de g
contenues dans l'équation donnée peuvent être hétérogènes à l'intégrale
relativement à toutes les fonctions arbitraires de l'intégrale primitive
ou i[ n'y en aura aucune et 'il faudra que les dérivées de £ jusqu'à
l'ordre n soient homogènes, à l'intégrale relativement aux mêmes fonc-
tions arbitraires,- d'où "il suit qu'on ne pourra tirer les valeurs corres-P

.dE <. `.
pondantes dé que de l'équation

ou enfin on en aura un nombre moindre que n qui répondront aux
fonctions arbitraires de "l'intégrale primitive pour lesquelles il peut yv
avoir dans l'équation donnée des dérivées de hétérogènes "g finté-
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grale; et eh divisant l'équation- dont nous venons de parler par le pro-
duit de tous les facteurs correspondant à' ces valeurs, on aura," en

égalant le quotient à zéro une éqûaLion qui donnera seulement les

valeurs de y, relatives, aux fonctions arbitraires de l'intégrale pri-
> (a "* -'• ; ' V-- <(-, •mitive pour lesquelles toutes les dérivées de i jusqu'à' l'ordre n sont

nécessairement homogènes à cette intégrale. • £<,>

En égalant ces trois quantités à zéro on a d'abord – o'
'et fes trois équations qui résultent de cette opérationse réduisent, pàr4
conséquent, aux

3,
deux suivantes *v i '••

J t ,' t
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qui est précisément l'équation' donnée. ;La valeur • d =:

répond donc à une fonction arbitraire de <t, relativement à laquelle il

peut y, avoir, dans l'équation donnée, des dérivées hétérogènes à l'in-

tégrale. L'équation -•_
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rlx y: x

°
< "»:

« ~7 7– /• • r-*• > > t •> t* v
valeur, de – 7^– correspondante à "\me"fonction arbitraire qui ne

ly~x .a 4i_ ,.1:
peut entrer dans une intégrale de l'équation donnée qui appartiendrait à
ia première classe, que sous la^condition d'y être contenue de manière
que toutes les dérivées de du premier et du second ordre soient, rela-
tivement à cette fonction, ^homogènes à l'intégrale.
Soit maintenant proposée l'équation • . Wl

d'où l'on tirp à-la-fois *•• "~1'> r", 'r~ -;
'< i'
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Ainsi îane équation primitive, de quelque nature quelle soit, '.ne peut
jamais être l'intégrale générale de* la proposée, dès qu'elle contient une

fonction arbitraire dégagçe de tout signe d'intégration partielle, rela-
tivement à laquelle les valeurs des dérivées de du premier et du second

ordre ne sont pas- homogènes “. à l'intégrale, puisque toute- équation
primitive qui tomberait dans ce cas, et satisferait à la proposée

et ne pourrait par, conséquent représenter la proposée que dans le cas

particulier' où l'on aurait cette dernière équation en même temps que
-f équation, -> <£; " .••

Le Mémoire d'où ces Considérations générales sont tirées, contenait deux autres para-
graphes où elles étaient appliquées à l'intégration des équations aux différentielies partieltes
du premier et du second ordre. Ces deux paragraphes ne se trouvent point ici, parce qu'il
a paru plus convenable de !es réunir aux autres Mémoires sur le même su)et que l'auteur a

présentés depuis à l'Institut. £. .£: ,> > i • • "


